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ANNALEN DER PHYSIK © 


7. FOLGE BAND 3, HEFT 


Die Materialgleichungen in beliebigen Medien 
Von M. Tischer) und S. Hess 


Inhaltsiibersicht 


in Medien in einer einheitlichen Gestalt 
Aus der Rechnung folgen dann neben den bekannten Materialgleichungen 
für D und § und dem Ohm schen Gesetz eine neue Gleichung für den infolge 
der Bewegung des Mediums erscheinenden ‚magnetischen‘ Stromanteil. 
Diese Gleichung trat bisher in der relativistischen Elektrodynamik nicht in 
Erscheinung. 

Es zeigt sich weiter, daß der aus anschaulichen Gründen eingeführte 
Stromtensor den von Th. Schlomka?) definierten Stromtensor ‚ner = 
Die Verfasser gelangen auf Grund ihrer Formulierung zur Aufgabe des- 

jenigen Ohmschen Gesetzes, welches auf der Viererstromdichte aufbaut. 


Definitionen 
In unserer Rechnung legen wir Minkowskikoordinaten, also 


%=Y; % = 2; y=tet 


zugrunde und brauchen deshalb zwischen den kovarianten (z,) und den kon- 
travarianten (x*) Komponenten nicht zu unterscheiden. Dies bedeutet ee. 
wesentliche Vereinfachung. Als Geschwindigkeit verwenden wir die sun 
die Lichtgeschwindigkeit c dividierte Vierergeschwindigkeit 


wobei 


1) Neue Adresse: DAMG Phys. techn. Zentralinstitut Berlin C1, Labor II— 43. 
*) Th. Schlomka, Ann. Physik 8, 246 (1951). 
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und als Feldtensor H,, den aus der Minkowskitheorie bekannten Tensor 


0 B, —B, -iE, 


— B 0 B —iE 
Ay, B, B, 0 iE, 
| ik, ik, King 


benutzen. 
Es sei weiter e die Dielektrizitätskonstante (DK), u die Permeabilitäts- 
konstante, o die Leitfähigkeit und i? der Leitungsstrom. 
Wir treffen folgende Vereinbarung: Alle griechischen Indizes nehmen die 
Werte 1, 2, 3, 4 an, während die lat. Indizes über 1, 2, 3 laufen. 


Eine kovariante Form der Materialgleichungen 


Bekanntlich lauten die Materialgleichungen im Falle isotroper Körper 


für das Ruhsystem 


D=cE (3) 


Diese Materialgleichungen erscheinen als eine wichtige Ergänzung der 
Maxwellschen Gleichungen in der Elektrodynamik. In jüngster Zeit haben 
G. Marx?) und — noch eleganter und allgemeiner — E. Schmutzer*) den 
Zusammenhang der Gin. (3) und (4) für beliebige Medien und bei Tensor- 
struktur der Materialgrößen verallgemeinert. Auf die Gl. (5), die das Ohm- 
sche Gesetz darstellt, jedoch gehen die beiden Autoren nicht ein. 

In dieser Arbeit soll nun eine kovariante Formulierung aufgestellt werden, 
die neben den Gln. (3) und (4) auch das Ohmsche Gesetz (5) mit enthält. 
Damit gehen dann alle drei Materialgleichungen in beliebigen Medien geschlos- 
sen aus einem Ausdruck hervor. Wir gehen bei der Aufstellung dieses Aus- 
druckes von einem beliebigen Medium aus, das durch den Leitfähigkeits- 
tensor o;x, den Dielektrizitätstensor &;x und den reziproken Permeabilitäts- 
tensor x;x charakterisiert ist und machen den Ansatz 


1 


mit 5 


Xa Buy pur tt 


Hier ist n eine aus Dimensionsgründen erscheinende Konstante, die die Di- 
mension einer Länge besitzt. Die Tensoren F,; und H,, sind unsere vorn 
definierten antimetrischen Tensoren (1) und (2), während der Tensor @,;;, 


3) G. Marx, Acta Hung. 8, 75 (1954). 

.) E. Schmutzer, Ann. Physik 18, 171 (1956). 

5) Wir benutzen der besseren Übersicht wegen hier zwei verschiedene imaginäre 
Einheiten i und j. 
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den wir als Stromtensor bezeichnen wollen, zunächst die allgemeine Gestalt 


— 4 0 
é A, A, 0 
7 tC, iC, tC, 


sae: haben soll. Die Größen A, und C; sind hier noch unbestimmt. Die Anti- 
metrie des Tensors Gg ergibt sich unmittelbar aus der Gl. (6). 

Der Zusammenhang zwischen den Tensoren F,;, H.;g und G,, sei nun 
im allgemeinsten Fall durch die vierstufigen verallgemeinerten Material- 
tensoren A,,., und 7,,.a hergestellt, welche natürlich feldstärkeabhängig 
sein können. 

Wir weisen noch darauf hin, daß die Darstellung in Form des Ansatzes (6) 
eindeutig ist [vgl. 4) Seite 173]. 

Auf Grund der Antimetrie der Tensoren F,;, H,; und @, ap | en sofort 


Ax Bury = — Haßur (8) 
Kaßur = — Xaßur- 


n die 


Werden diese und die Gültigkeit von H,, = 0 beachtet, so wird mit (2) der 


Ausdruck 
Vas = taprs Bı + Be + Bs 


Eı + Yapse Bo + Xapas Es] 


erhalten, der durch Aufspaltung in die einzelnen Komponente in ‚Seelohamgen 


Va=-iD,+-— = Bi + Asssı Ba + Assıa Ba w dive 


=—tD, +— Ay = By + Asızı By + Agno Ba 


+ Agog Ey + Agızı Es) 
Bi — M3, Ba + Nene B. 
Fr 3123 3131 Y2 3112 23 


Ay = By + By + By 
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Vy= —tH,— Cy = — (Ayana By + Asana Er + Es) sta 
— By + Ayası Ba + Bs) 


a 
“a ar Lau, + Hy + Ly 

By + By + Ayre Bs) ] 


B, + Ba + A 
By + Aven Ba + Ba) 


+ Mogg, By + Bs) | 


; 
By + Asis: By + Age Bg) 


— (7493 By + 7345) By + Bs) ] 
Wir spezialisieren nun das Gleichungssystem (9) auf den Fall des Ruh- 
x systems. Da hier erfahrungsgemäß einfache Zusammenhänge herrschen, 
können wir die unbestimmten Größen bestimmen. Im Ruhsystem ist D bzw. 
en) keine Funktion von $ bzw. © mehr und wir können deshalb in (8) den ver- 
allgemeinerten Materialtensor A, ,,, Null setzen, wenn in den Zahlen x Pur 
kein Index mit dem Wert 4 erscheint. Der vierstufige Tensor 77.7 ., ver- 
schwindet dann und nur dann, wenn ein Index den Wert 4 annimmt. 
Besitzt das Material nun Tensorstruktur, so werden die Materialgleichungen 
(3), (4) und (5) im Ruhsystem die Form 


und 
L 
ij = (12) 
annehmen und der Vergleich mit (7) ergibt die folgenden Bestimmungsglei- 
ehungen: 


en Das Symbol [n ij] bedeutet, daß über n ij mit den Zahlen 1,2,3 zu per- 


mutieren ist. 
Hierbei sind allerdingsdieGrößen a, und ß,, noch unbestimmt. Da esimRuh- 
2 Er system aber kein , aa hes Analogon“ zum Leitungsstrom 7”, das infolge 
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der Bewegung des Mediums entstehen kénnte, gibt, andererseits ein Zusam- 
menhang der Form 
a, = B,,B 


schon durch die Gl. (10) befriedigt wird, ARE wir ohne Einschränkung der 
Allgemeinheit und in Übereinstimmung mit der Erfahrung die ß,, verschwinden 
lassen. 

Der Stromtensor @,, (7) nimmt durch diese anschaulichen Setzungen bei 
beliebigen Medien die Form 


an, wobei a; der infolge der Bewegung des Mediums erscheinende „magneti- 
sche“ Stromanteil ist. 

Welche Zusammenhänge ergeben sich nun bei bewegten Körpern für die 
verallgemeinerten Materialtensoren ? Mit Hilfe der Transformationsformel 
für Tensoren und der Lorentztransformation erhält man bei Beachtung der 
Ausdrücke für die verallgemeinerten Materialtensoren im Ruhsystem die 
36 Komponenten nach längerer aber leichter Rechnung, die wir hier nicht 
angeben. Setzen wir diese Werte in die Komponenten des Gleichungssystems (9) 
ein, so bekommen wir folgende Materialgleichungen für das bewegte System 
bei Aufspaltung in Real- und Imaginärteil 


1 ni = 
H, = x, B; By + By) + (Ms By — Bs) 
1 
+#7 + - E — We Es) + & Ey &3; E3)| (14) 
1 
- E, — x8, E,) — E, + E,)] 
Boe 32 3 22 23 “3 
(15) 
— (633 Bz — 035 Bs) — (09, Ey + 0% Hs) +77 HF, 


ß (ei + — (&is — &12 Bs) 

#3, By 


~ By + Bs + B 2— 


ı Bı 


Bz 


3 
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+ 10%, Ey + of Es (3 B, — of, Bs)] 


1 2 

iz + By + Hy — (0% (IM) 

= B E [0% E, (08; B, B,)]. alt 


- Umnun die Richtigkeit des Ansatzes und der obigen Resultate zu bezeugen; 
spezialisieren wir jetzt die erhaltenen Materialgleichungen auf isotrope Körper: 
Vermöge der Beziehungen ee 7 


1 
wobei das Symbol ö,, das Kroneckersymbol darstellt. Bei Beachtung von 


= = vg = 0 


auf Grund der Lorentztransformation in x-Richtung, bekommen wir die 
Ausdrücke: 


x v2 1 v/v \ v in 


Die Gln. (18) und (19) stellen die in der Minkowskitheorie bekannten 
Materialgleichungen für 9 und D in bewegten Medien dar,die auch E. Schmut- 
zer*) schon erhielt. 

Der Ausdruck (20) ist der infolge der Bewegung auftretende ‚‚magnetische“ 
Stromanteil, der bisher noch nicht in Erscheinung getreten ist, während die 
Gl. (21) das Ohmsche Gesetz (in dreidimensionaler Formulierung) darstellt. 


Das Ohmsche Gesetz 


In der relativistischen Elektrodynamik wird meist ein Ohmsches Gesetz 
im Falle isotroper Körper der Form 


= 0 o-5 (22) 


_ verwendet*), welches dreidimensional geschrieben auf die Ausdrücke 
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führt. Hierbei hat die Viererstromdichte J, nach der Minkowskitheorie 
die Form ae 
J, = 9), 
wobei sich die Gesamtstromdichte i additiv aus der Leitungsstromdichte i” er 
und der Konvektionsstromdichte 9» zusammensetzt. Betrachten wir das ; 
erhaltene Ohmsche Gesetz (21), so fallt sofort auf, daB (21) nicht mit dem 
Ausdruck (23) übereinstimmt. Führen wir aber — wie dies auch bei M. v. Laue 
zu finden ist*) — als Ohmsches Gesetz für bewegte isotrope Medien die Be- 
ziehung 
t Ua Js Uy = 0 Hye Ur (25) 


ein, dann werden die räumlichen Komponenten von (25) genau mit (21) über- 


einstimmen. 
Setzen wir nun in die Gl. (25) die bekannte Beziehung —— co) 


Mit dem Ansatz 


B E 
läßt sich die Gl. (25) in der Gestalt rer bei Be: 
Ux = 0 Hyp ug (28) 
schreiben. Daß der im Ausdruck (27) auftretende Tensor @,; unser einge- ia. 
führter Stromtensor (13) ist, zeigen wir später. Damit nimmt das Ohmsche C= 
Gesetz (28) in isotropen Medien eine den anderen Materialgleichungen*) u 
ähnliche Gestalt an. Diese Ähnlichkeit wurde im allgemeinen Fall durch den ; 
Ansatz (6) beriicksichtigt. 
Drückt man das Ohmsche Gesetz (28) vermöge (13) in Vektorform aus, + 
so ergibt sich die Beziehung u 
1 1 
+2 fw xajo® + [vx B]), (29) 


die durch Einführung der Gl. (20) auf das Ohmsche Gesetz (21) Er 


-5(E+ - 5(26)2) 
führt. 

Damit haben wir gezeigt, daß einmal das Ohmsche Gesetz (28) und somit 
auch (25) mit dem von uns gemachten Ansatz (6) äquivalent sind, zum anderen ton 
ist die Relation (27) erfüllt. Aus diesen Überlegungen sieht man, daß an Stelle ae 
des Ohmschen Gesetzes der Form (21) auch Ausdruck (29) treten kann, in dem 3 se 
die „magnetische‘‘ Stromdichte erscheint. Der Zusammenhang der Strom- Ze 
anteile i” und a tritt erst infolge des von uns gemachten Ansatzes, dessen 
Richtigkeit oben bestätigt wurde, in Erscheinung. 

Das magnetische Analogon zum elektrischen Ohmschen Gesetz war 
bisher, wie die Gl. (29) zeigt, in dem Ohmschen Gesetz (21) verborgen. va 


a 
(17) 
| 
(19) 
(20) 
(21) 
Fesetz 
(22) 
(23) 
24 
( ) 6) M. v. Laue, Die Relativitätstheorie. Bd. I, 1953. 
| 
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Im Laufe der letzten Rechnung tritt auch der Unterschied der beiden ver. b 
schiedenen Ansätze für das Ohmsche Gesetz (22) und (25), welche mit ver. d 
schiedenen Leitungs- und Konvektionsstromdichten rechnen, klar zutage. b 


Diese Fragen hat vor einiger Zeit Th. Schlomka?) in einer sehr interessanten 
Arbeit eingehend beleuchtet. Es ist offensichtlich, daß einer der beiden An- n 
_ sitze für das Ohmsche Gesetz auf Grund der verschiedenen Leitungs- und h 
Konvektionsstromdichten der physikalischen Realität widersprechen muß. 
Wir wollen an dieser Stelle nicht weiter auf die Diskussion dieser Fragen ein- 
gehen. Eine Tatsache ist aber klar, daß man beim Ohmschen Gesetz in erster 
Linie direkte Angaben über die Leitungsstromdichte, wie sie in (6) und (28) 
zu finden sind und nicht Feststellungen über den Gesamtstrom, die die Gl. (22) 
liefert, erwartet. Gibt man diesen Gedanken Gewicht, so muß für das Ohm- 
sche Gesetz die Gl. (6) oder in isotropen Medien der Ausdruck (25) genommen 
werden. 

Als ein weiteres Kriterium für die Richtigkeit der obigen Gedanken er- 
scheinen uns weiter die Folgerungen, die man aus dem 4. Komponenten der v 
jeweiligen Ausdrücke erhält. Während aus der Gl. (25) die Beziehung 

i 

7 folgt, bekommt man aus der vierten Komponente von (22) einen Zusammenhang a 
FM der Form (24) der — schon auf Grund der Ladungsdichte — im Ohmschen 
Gesetz unnötig ist. 

Wir wollen nicht versäumen zu bemerken, daß auch Th. Schlomka!) 
= hr in seiner Arbeit ebenfalls einen Stromtensor eingeführt hat, der in beliebigen Z 
Medien die Gestalt = 


&, 


u 


it 


i besitzt. Setzt man hier in die räumlichen Komponenten die Leitungsstrom- 
dichte i“ der Gl. (21) ein, so ergibt sich die Beziehung 


2% Auf Grund der Gl. (30) erhalten wir den Zusammenhang DER VER 


zwischen den beiden Stromtensoren. 

Kehren wir am Ende dieser Arbeit noch einmal zu dem Gleichungssystem(9) 
zurück, das die Materialgleichungen in beliebigen Medien bei Feldabhängigkeit 
des Materials darstellt. Auf Grund der Hysteresefreiheit und der damit ver- 


— 


= . 
3 
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n ver- bundenen Vollständigkeit des Differentials schließt E. Schmutzer®) auf 
it ver- die Feldunabhängigkeit des Materials und erhält daraus eine Unsymmetrie- 
utage. bedingung. 
santen Ganz ähnlich hat man nun bei dem verallgemeinerten Materialtensor 
on An- Au,asg zu folgern. Im Ruhsystem, auf das wir uns hier beschränken wollen, 
s- und hat das Differential die Form 
muß. 1 
Bekanntlich setzt sich aber der Ausdruck i“ d€ aus der irreversiblen 
21. (22) Jouleschen Wärme und der Peltierwärme zusammen’). Das Verschwinden 
Ob der Jouleschen Wärme führt auf die Vollständigkeit des Differentials du A 
cen. er- OHap’ ie 
en der welche dann die Unsymmetriebedingung des Materialtensors 7, ,. ergibt 
3 Nun hat aber das Verschwinden der Jouleschen Wärme = il eine unend- 
‘ liche Leitfähigkeit zur Folge, die nur bei der Supraleitung BIER ist. In- 
' folgedessen ist der Leitfähigkeitstensor im allgemeinen unsymmetrisch. u 
»nhang 
n schen ?) R. Becker, Theorie der Elektrizität, Bd. I, Leipzig 1949, S. 137. = 
er. Herrn Prof. Falkenhagen sind wir für seine wertvolle Unterstützung 
lebigen zu großem Dank verpflichtet. = 


Rostock, Institut fiir theoretische Physik der Universitat. 


der am a. Juli 1958, 
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Halleffektsmessung an Magnetit und einem Nickelferrit 


Pasay Von Wolfgang Mann 


one, 
Inhaltsiibersicht 


Es wurde an polykristallinen Ferriten mit relativ geringem spez. Wider- 
stand bei Zimmertemperatur der Halleffekt gemessen. Anwendung fand eine 
einfache Gleichstrommethode, wobei die Hallspannung durch Kompensation 
bestimmt wurde. Die an plattenförmigen, senkrecht zur Oberfläche magneti- 
sierten Proben erhaltenen Meßergebnisse konnten zur Ermittlung der ge- 
wöhnlichen und außerordentlichen Hallkonstanten herangezogen werden. 
Die errechnete mittlere Elektronenbeweglichkeit von Fe,0, steht in be- 
friedigender Übereinstimmung mit den von Lavine!) angegebenen Daten. 
Meßwerte für Nickelferrite der untersuchten Zusammensetzung sind aus der 
Literatur noch nicht bekannt. 


Die elektrischen und magnetischen Eigenschaften der Ferrite sind er- 
fahrungsgemäß stark von den Herstellungsbedingungen abhängig. Deshalb 
seien zunächst die Bedingungen genannt, unter denen die Ferrite entstanden 
sind. Aus den von Haayman?) genannten Gründen mußten sowohl Fe,O, als 
auch (Fe,03)4;(NiO), 3, in Schutzgas (durch glühende Kupferspäne von 
Sauerstoff befreiter techn. Stickstoff) gebrannt werden. Der hohe Wider- 
stand der Fe,0,-Proben, welche bei Temperaturen oberhalb 1150° C gebrannt 
wurden, deutet darauf hin, daß hier das F**+/F**-Gleichgewicht gestört war. 
Fe,O, durfte daher nur bei Temperaturen unterhalb 1150° C gebrannt werden 
(20 Minuten). Die Brenntemperatur für die Nickelferrite war 1250° (Vor- 
brand 1100 °C). Langsames Anheizen und Abkühlung über einige Stunden 
sollten innere Spannungen gering halten. Die plattenförmigen Proben (mitt- 
lere Größe 1,0x 0,3x 0,08 cm?) wurden aus größeren Rohlingen durch Ab- 
schleifen der Randzonen (Zonen großer Widerstandsgradienten) hergestellt 
und mit Silber- bzw. Indiumkontaktflächen versehen. 

Der relativ geringe spezifische Widerstand der untersuchten Ferrite ließ 
die Anwendung eines Gleichspannungskompensationssatzes nach Diessel- 
horst zweckmäßig erscheinen. Abb. 1 zeigt die zur Messung der Hallspan- 
nung verwendete Schaltung. Stromschwankungen durch Widerstands- 
änderung der Proben im Magnetfeld wurden dadurch klein gehalten, daß der 
Vorwiderstand R, etwa 2 Ordnungen größer als der Probenwiderstand Ry, j 
war. Mittels R, (>> R,r) konnten geringe 0/0-Spannungen beseitigt werden. 


1) L. E. Lavine, Bull. Amer. Soc. Japan (2) 1, 2 
®2) Haayman, Physica 8, 9 (1941). 
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W. Mann: Halleffektsmessung an Magnetit und Nickelferrit 


Die Hallspannung ergab sich als Differenz zwischen einer im allgemeinen vor- 
handenen Restspannung — die Hallelektroden lagen nicht auf einer Potential- 
fläche — und der mit dem Kompensationssatz K gemessenen Spannung nach 
Einschalten des äußeren Magnetfeldes. Zur Magnetisierung der Proben bis 
in die Sättigung hinein wurde ein wassergekühlter Elektromagnet nach 


Rz 
wont 
(3 üb 
Wider. 
id eine 
Weiss benutzt. Neben der Induktionsmessung mit einem ballistischen 
Dates Galvanometer diente eine Meßreihe mit einem Feldstärkemeßgerät, welches 
a dei den Kernresonanzeffekt ausnutzt, als Kontrolle. Im folgenden sind Teil- 


ergebnisse der Spannungsmessungen in Abhängigkeit von der Probeninduk- 
tion dargestellt. 


ind er- Mail a1 


)eshalb 125 — 


N 
& 


0, als ®v = 700 > 
ne von 1.40 
Wider- 20> 

brannt 50 L — b 

rt war. Bor] 4 

tunden 200 300 WO 


(mitt- Abb.2. Hallspannung als Funktion Abb. 3. Hallspannung als Funktion der Induk- 
ch Ab- der Induktion für (Fe,05)o.¢;(NiO)o.5, tion für Fe,O, bei a) 300 mA, b) 100 mA Proben- 


tellt bei einem Probenstrom von 0,45 A strom 

geste 

te ließ Die Induktionskurven waren geschert und gestatteten keine Bestimmung 

oneal der Probenmagnetisierung, da die wahre Feldstärke nicht bekannt war. Die 

‘ls ail Meßpunkte der Induktionsmessung waren mit denen der Hallspannungs- 

wu messung identisch, fehlerhafte Interpolationen entlang der Induktionskurve 

1aß dea entfielen somit. Besonders bei hochohmigen Ferriten (Manganferrit) zeigte 
" sich, daß der Strom beim Anlegen einer Spannung erst nach etlichen Sekunden 

verden, g einen stationären Endzustand erreicht hatte (elektrische Überbelastung 


wurde vermieden). Da die Proben nicht als homogen angenommen werden 
Ä können, wird die Erwärmung vom Ort abhängen. Messungen an Einkristallen 
könnten hierüber Klarheit schaffen. 
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Die Ergebnisse der Halleffektmessungen wurden unter Verwendung der 
von Foner?) gegebenen Beziehungen zur Bestimmung des gewöhnlichen und 
außerordentlichen Hallkoeffizienten bzw. des probencharakteristischen 


Parameters herangezogen. Wenn man die Hallspannung mit Uy, die Induk- 


tion mit B, die Probendicke mit d, den Probenstrom mit J bezeichnet, unter 
Ry die gewöhnliche Hallkonstante und unter « den von Foner definierten 
probencharakteristischen Parameter versteht, ergibt sich für die Hallspannung 
in Abhängigkeit von der magnetischen Induktion 


Un =[« B+ 1-07 


Hieraus folgt durch Spezialisierung für kleine Felder (rel. Permeabilität 
dB 
~ "> 1) 
Sop 
bzw. fiir das Sättigungsgebiet (u ~ 1): 
Bei bekanntem Kurvenanstieg lassen sich daraus x und Ry bestimmen. % 
ergab sich für das oben genannte Nickelferrit bei einem Probenstrom von 
0,5 A und einem spez. Widerstand o = 2-10-*[2cm] (beides gemittelte 
Werte) 0,77-10-?< R,„L[em?/As] < 1,00-10-? und 11<x<16. Die 
Ergebnisse schwankten für verschiedene Proben innerhalb der angegebenen 
Grenzen. Die gewöhnliche Hallkonstante für Magnetit (9 = 0,12 2 cm) ergab 


3 
sich zu Ry = 0,053 [5] und war negativ, wenn man festlegt, daß der Ko- 


effizient des Transversaleffektes positiv sein soll, wenn J, B,Uy ein rechts 
wendiges Koordinatensystem x, y, z bilden und Uy mit z wächst. Die Hall. 


beweglichkeit von Magnetit beträgt demnach v = = = 0,44 Ee Vs | und steht 
damit in befriedigender Ubereinstimmung mit der von Lawine!) ange 
gebenen Beweglichkeit v = 0,5 Te} Zur Ermittlung des von Pugh*) und 


anderen Autoren definierten Koeffizienten der magnetisierungsabhangigen 
Hallspannung müßten Messungen an stabförmigen Proben durchgeführt 
werden. Die in dieser Arbeit benutzten Platten erlauben keine genügend genaue 
Messung der wahren in der Probe vorhandenen Feldstärke. 


Ich danke Herrn Professor Holzmüller herzlich für die Stellung des 
_ Themas und die Hilfe bei der Durchführung der RE 


3) S.Foner, Physical Rev. 88 (1952). 
4) E.M. Pugh, Rev. Mod. Physics 25, 1 (1953). a : 


Leipzig, Physikalisches Institut der 


Bei der Redaktion eingegangen am 14. August 1958. 
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‚um alle senkrecht zur Moleküllängsachse gelegenen Achsen L, — 7 
‚ stärker behindert sind. Desgleichen ist dieser Unterschied in der Rotations- — 


an kristallinen Flüssigkeiten: 
Zur rag der Molekülrotation in smektischen Phasen . 


Die an den kristallin-flüssigen Phasen der Azoxyphenol-di-p-n-alkylither = 
und des Azoxybenzoesäure-di-p-äthylesters durchgeführten Kernresonanz- . 
experimente können quantitativ erklärt werden, wenn man voraussetzt, daß 
die intermolekularen kernmagnetischen Dipolwechselwirkungen zwischen den 
in Resonanz befindlichen Protonen i im Vergleich zu den entsprechenden intra- _ Eu 


molekularen Anteilen klein sind. Eine Abschätzung der intermolekularen 
Beiträge zum mittleren 2. Moment liefert das Ergebnis, daß diese Voraus- 


sowohl in der nematischen als auch in der smektischen Phase um ihre Längs- 
achsen frei oder nur wenig behindert drehbar sind. 


I. Wie von Maier!) gezeigt wurde, kann das negative Vorzeichen der 
Anisotropie Ae = &, — &,?) der Dielektrizitätskonstanten in den nematischen 
kristallin-flüssigen Phasen der Azoxyphenol-di-p-n-alkyläther 


(la) 


zwanglos auf Grund der Annahme erklärt werden, daß die langgestreckten,  —__ 
stibchen- oder walzenförmigen Moleküle dieser Verbindungen um ihre Längs- — 
achsen L, frei oder nur wenig behindert drehbar sind, während die Rotationen — 


behinderung eine wesentliche Voraussetzung für die quantitative Deutung der 
bisher vorliegenden Kernresonanzexperimente®)*), in denen die magnetische 
Protonenresonanzabsorption in den kristallin-flüssigen Phasen der homologen _ 


*) Anschrift: VEB Vakutronik, Dresden. 

1) W. Maier, Z. Naturforschg. 2a, 458 (1947). 

*) Als Folge der diamagnetischen Anisotropie sind die hier untersuchten kristallinen ; 
Flüssigke siten magnetisch orientierbar, indem das Magnetfeld für die Moleküllängsachsen ” = u 
eine Vorzugsrichtung darstellt. &,(&) ist die DK parallel (senkrecht) zum Magnetfeld % BL, 
gemessen. | 

3) R. D. Spence, H. S. Gutowsky, €. H. Holm, J. chem. Physics 21, 1891 (1953). 

4) P.L. Jain, J.C. Lee, R.D. Spence, J. chem. Physics 28, 878 (1955). 


| 

setzung nur dann erfüllt sein kann, wenn. die Moleküle dieser Verbindungen 
é 
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Reihe (1a)°-”) sowie am Azoxybenzoesäure-di-p-äthylester®) 


H,C,— C,H, — 


ii 


(1h) 


untersucht wurde. Speziell für die Deutung der Kernresonanzuntersuchungen 
ist es allerdings gleichgültig, ob man eine freie Drehbarkeit der Moleküle um 
ihre Längsachsen oder eine Rotation der beiden Molekülhälften um die N—(,.- 
Bindungen annimmt, deren Richtung näherungsweise mit derjenigen von L, 
übereinstimmt. 

Nach Ausweis der röntgenographischen Untersuchungen?) sind die Mole- 
küle der nematischen Phasen (auch pl-Phasen genannt) in Richtung ihrer 
Längsachsen frei verschiebbar ; da außerdem der mittlere quadratische Schwan- 


kungswinkel 92 (# ist der momentane Winkel zwischen der Moleküllängsachse 
und der mittleren Vorzugsorientierung) in den nematischen Phasen besonders 
in der Nähe des Klärpunkts beträchtliche Werte annehmen kann!P)1), ist die 
Existenz eines definierten Behinderungspotentials für die Hemmung der 
Rotation um die Achsen L, in der Tat sehr unwahrscheinlich. Dagegen ist in 
den smektischen Phasen (auch als bz-Phasen bezeichnet) die genannte Trans- 
lation behindert !2)13), die Molekülenden liegen — wenigstens innerhalb kleiner 
Volumbereiche — in gemeinsamen Ebenen, und auch die Drehbarkeit um die 
Achsen L, ist praktisch vollkommen eingeschränkt®)!%), d.h. die Parallel. 
ordnung der Moleküllängsachsen innerhalb kleiner Volumbereiche darf in 
diesen Phasen als nahezu vollkommen angesehen werden. Es wäre nun prin- 
zipiell denkbar, daß dieselben intermolekularen Wechselwirkungskräfte, 
welche die Behinderung der Translation und die nahezu vollständige Ein- 
schränkung der Rotation um die Achsen L, verursachen, auch eine starke 
Hemmung der Drehbarkeit um die Achsen L, zur Folge haben könnten. 
Während daher die Rotation der Moleküle um ihre Längsachsen in den nema- 
tischen Phasen als selbstverständlich angesehen werden kann, scheint sie uns 
in den smektischen Phasen eines experimentellen Beweises zu bedürfen. 
Ein nützliches Hilfsmittel zum Studium molekularer oder innermolekularer 
Bewegungsfreiheitsgrade liefert die magnetische Protonenresonanz!#). Die 
Form der Absorptionslinien g(H), insbesondere der Abstand AH und die 
Breite 5H einzelner Linienkomponenten sowie das mittlere 2. Moment 


co co 
AH? = [ g(H)(H — H,)2dH | [ g(H)dH 
0 i) 
5) H. Lippmann, K.H. Weber, Ann. Physik (6), 20, 265 (1957). 
6) H. Lippmann, Ann. Physik (7), im Druck. 
7) K.-H. Weber, Ann. Physik (7), im Druck. 
8) K.-H. Weber, Z. Naturforschg., erscheint demnächst. 5 
®) W. Kast, Ann. Physik (5), 19, 571 (1934); G.W. Stewart, J. chem. Physics 
4, 231 (1936). 
10) W. Maier, G. Englert, Z. physik. Chem., N. F., 12, 123 (1957). 
1) K.-H. Weber, Disc. Faraday Soc. (1958), im Druck. 
12) E. Friedel, C. R. Acad. Sci. Paris, 180, 269 (1925). 
13) Vgl. auch die zusammenfassenden Darstellungen über kristalline Flüssigkeiten: 
W. Kast, Z. Elektrochem. 45, 184 (1939); P. Chatelain, Bull. Soc. frang. Mineralog. 
Cristallogr. 77, 323 (1954). 
14) Siehe z.B. H. S. Gutowsky, G.E. Pake, J. chem. Physics 18, 162 (1950); 
3. G. Powles, H.S. Gutowsky, J. chem. Physics 28, 1692 (1955); A. Lösche, ,,Kern- 
induktion“, Berlin 1957. 
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sind eine Funktion der gegenseitigen Abstände r;; der Protonen und der Winkel 
0;x, die die einzelnen Protonenpaar-Verbindungsvektoren mit der Richtung 
des Magnetfeldes 4 bilden. Es läßt sich zeigen 5), daß die genannten Parameter 
durch eine Rotation einzelner Protonengruppen um bestimmte Achsen im 
allgemeinen reduziert werden, wenn die Korrelationsfrequenz », dieser Bewe- 
gungen der Bedingung 


ve > dv w 104... 109 sec! (2) 


genügt, wobei dv die Linienbreite für den Fall des starren Gitters ist, gemessen 
auf einer Frequenzskala. Eine Molekülrotation, die die Bedingung (2) erfüllt, 
muß daher eine Verkleinerung der Breite 6H einzelner Linienkomponenten und 
eine Reduktion der von den intermolekularen kernmagnetischen Dipolwechsel- 
wirkungen herrührenden Anteile zum 2. Moment AHßter verursachen. Ein 
unmittelbarer experimenteller Beweis hierfür ergibt sich aus dem Vergleich 
der Linienformen und der 2. Momente im kristallin-festen und im kristallin- 
flüssigen Zustand 5) 16), 

II. Für ein starres Gitter gilt nach van Vleck?), wenn ausschließlich 
magnetische Dipol- und Spinaustauschw echselwirkungen zwischen den in 
Resonanz befindlichen Kernspins — in unserem Falle Protonen — berück- 
sichtigt werden, für das zweite Moment: I 7 

Es bedeuten a =: 3 (J + 1) u3/2I = 895,2 G2Ä® für Protonen, J = 1/, Kern- 
spinquantenzahl des Protons, up magnetisches Kernmoment des Protons, 
N Anzahl der Protonen in der elementaren Wechselwirkungszelle. Die Summe 
in (3) ist über sämtliche Protonen dieser Zelle zu erstrecken. 

Liegt eine bestimmte stationäre Verteilung der einzelnen Winkel ©;; und 
Abstände r;; vor, wie z. B. in einem Kristallpulver, oder ist das Gitter quasi- 
starr, indem einzelne Protonengruppen zwar um bestimmte Achsen rotieren, 
wobei die Bedingung (2) jedoch nicht erfüllt ist, dann hat man (3) zu ersetzen 
durch 


AH? — — „Fr (5) 
Gilt dagegen f} für die betrachteten a die Bedingung (2), dann wird 5) 

AH s (F,,). 
(6) 


TEEN wir eine elementare Wechselwirkungszelle, die m gleiche 
Systeme mit je n Protonen enthält, dann kann (3) bzw. (5) und (6) folgender- 
maßen aufgeteilt werden: 

a a i>k 


AH? = AH tra + AH = F¥, F}r» (7) 
intra NM inter 


‘ 35) H.S, Ckaewaky, G. E. Pake, J. chem. Physics 18, 162 (1950); N. Bloem- 

ergen, E.M. Purcell, R. V. Pound, Physic. Rev. 78, 679 (1948). xe 

6) K.-H. Weber, Z. Naturforschg., erscheint demnächst. ii Mn 
”) J.H. Van Vleck, Physic. Rev. 74, 1168 (1948). tie 
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wobei in = über die n Protonen eines Systems, z. B. eines Moleküls, = 
intra 
summiert wird, während $ über alle Protonen in verschiedenen Systemen 
inter 
(Molekiilen) zu erstrecken ist. 
Die Frage, ob die Moleküle um ihre Längsachsen frei drehbar sind oder ob gilt 
diese Rotation behindert ist, kann dann in der folgenden Weise entschieden sm 
werden: Es lassen sich verschiedene experimentelle Tatsachen anfiihren, zul 


welche zeigen, daß unter den Bedingungen des kristallin-flüssigen Zustandes 
sowohl in den untersuchten nematischen als auch in den smektischen Phasen 


die intermolekularen Beiträge zum 2. Moment im Rahmen der Fehlergrenzen 7 
vernachlässigbar klein sind: oF 
erw 

AHfster < AHFatra ; (8)8) in 


sodann können mit Hilfe von (3), (4), (5) und (6) für verschiedene Fälle die Vol 
beiden Anteile abgeschätzt und die Ergebnisse mit (8) verglichen werden. 
1. Die am pp’-Azoxyanisol (nematisch) durchgeführte Linienformanalyse®) 


liefert das Ergebnis, daß die intermolekularen kernmagnetischen Wechsel- kil 
wirkungen keinen wesentlichen Beitrag zum 2. Moment liefern. {lias 

2. Die unter Vernachlässigung der intermolekularen Wechselwirkungen | ™@ 
für das pp’-Azoxyanisol’) und den Azoxybenzoesäure-äthylester®) (smektisch) bet 
theoretisch berechneten 2. Momente stimmen gut mit den gemessenen Wer- = 
ten überein. heres 

3. Die für die höheren Homologen der Reihe (1a) theoretisch berechneten ist 
2. Momente sind gegenüber den gemessenen Werten zu groß”), obwohl dabei | © 
die intermolekularen Anteile vernachlässigt wurden. = 

4. Bei der Umwandlung nematisch — smektisch im Azoxyphenolheptyl- in | 
äther ändert sich die Linienform nur wenig und das 2. Moment innerhalb der | die 
Fehlergrenzen überhaupt nicht®)®). Diese Tatsache zeigt, daß die Behin- 7 “€! 
derung des in der nematischen Phase vorhandenen Translationsfreiheitsgrades | den 
keine wahrnehmbare Vergrößerung der intermolekularen kernmagnetischen Erg 


Wechselwirkungen hervorruft. Setzt man die freie Drehbarkeit der Moleküle 
um ihre Längsachsen in der nematischen Phase als selbstverständlich voraus 
und sieht man — was noch zu beweisen ist — in dieser Rotation den maß- kül 
geblichen Grund für die Reduktion der intermolekularen Beiträge zum Vor 
2. Moment, dann kann aus dem genannten experimentellen Befund direkt der 
Schluß gezogen werden, daß auch in der smektischen Phase des Azoxyphenol- 


heptyläthers die Drehbarkeit der Moleküle um ihre Längsachsen nicht behin- a 
dert ist. on 
5. Der in 5)8) beschriebene Drehversuch lieferte für die smektischen 0,) 
Phasen des Azoxyphenol-heptyläthers und des Azoxybenzoesäureäthylesters bild 
das Ergebnis, bin 
(AH?) 99° < (AH?)o. (9) die 
Wie in ®) gezeigt wurde, erhält man die beobachtete Winkelabhängigkeit des der 
2. Moments, wenn ausschließlich intramolekulare Wechselwirkungen berück- | we 
sichtigt werden. Dagegen ergibt sich für den intermolekularen Anteil ber: 
18) Es sei daran erinnert, daß 4H? nur auf + (5...10) % genau gemessen werden 
kann. Da es andrerseits nicht möglich ist, aus den im folgenden aufgetührten Tatsachen Leip 
einen genauen Wert für das Verhältnis AH tr, abzuleiten, begnügen wir uns im 
mit der Formulierung (8). die | 
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eine andere Winkelabhängigkeit (vgl. Abschn. III), für welche im Gegensatz 3 


zu (9) 
AH?) interoo: > (AH); 
(AH*)interoo® > (AH?) intero ( 
gilt. Das experimentelle Ergebnis (9) zeigt daher, daß in den untersuchten = 
smektischen Phasen die intermolekularen Anteile keinen wesentlichen Beitrag ts 
zum zweiten Moment liefern können. 


Zwar ist es nicht möglich, an Hand der vorstehend genannten Tatsachen = : 
einen genauen experimentellen Wert für das Verhältnis AH%ter/AH it i 


Pr 


anzugeben; auf jeden Fall hat man aber Ungleichung (8) als experimentell 
erwiesen anzusehen, und die im folgenden durchzuführende Abschätzung der 


in (7) auftretenden Anteile AH%ter und 4H24;, wird zeigen, unter welchen 
Voraussetzungen (8) gültig ist. i 


III. Die Berechnung des intermolekularen Anteils 4H?,.; für die we 
küle der Verbindungen (la) und (1b) unter den Bedingungen des kristallin- _ x 
flüssigen Zustandes erfordert im allgemeinen einen beträchtlichen mathe- — 
matischen und numerischen Aufwand, abgesehen davon, daß die Struktur der 
betreffenden Moleküle, insbesondere die innermolekularen Rotationsfreiheits-- 
grade, von denen auch die intermolekularen kernmagnetischen Dipolwechsel- — 
wirkungen abhängen, im kristallin-flüssigen Zustand nicht bekannt sind. - 
ist daher notwendig, das vorliegende Problem so weit zu idealisieren, daß 
einerseits die Berechnung der in (5) und (6) auftretenden Mittelwerte mit ver- | 
nünftigem Aufwand durchführbar und daß andrerseits der Unterschied zu den | 
in Wirklichkeit vorliegenden Verhältnissen nicht zu groß ist. Da im Rahmen 
dieser Arbeit die erforderlichen Rechnungen nicht ausführlich widergegeben 
werden können, wollen wir lediglich die Voraussetzungen angeben, unter _ 
denen die Rechnungen gelten, und nur die Endformeln sowie die numerischen Z 
Ergebnisse mitteilen. 

Die Rechnungen gelten unter den folgenden Voraussetzungen: A 

7 


1. Innerhalb kleiner Volumbereiche sei die Parallelorientierung der Mole- _ 
küllängsachsen vollkommen, d.h. der Mikro-Ordnungsgrad 8?)®) seil. Diese 
Voraussetzung ist für die untersuchten smektischen Phasen gut erfüllt®)1). = 


2. Es sollen ausschließlich die Wechselwirkungen zwischen den Benzol. — 
protonen berücksichtigt werden ; wir betrachten also Moleküle, die aus Benzol- 
kernen bestehen, welche in Parastellung substituiert sind. Eine Substanz, 
welche diese Voraussetzung exakt erfüllt, ist das Kalium-p-nitrobenzoat_ E 
0,N—C,H,—COOK, welches nach Vorländer!?) eine smektische Phase 
bildet?°). Selbstverständlich ist diese Idealisierung für die Moleküle der Ver- — 
bindungen (1a) und (1b) eine schlechte Näherung. Das hat zur Folge, daß 
die 2. Momente AH2tr und AH&ter in Wirklichkeit beide um Faktoren 
der Größenordnung 1,5...2 kleiner sind als die im folgenden Den 
Werte. Da wir uns jedoch i in erster Linie für das Verhältnis beider Werte und 


1) D. v a; Ber. dtsch. chem. Ges. 48, 3129 (1910). 
®) Wir haben Herrn Dr. Schmidt, Institut für organische Chemie der Universität 
Leipzig, für die Darstellung dieser Substanz zu danken. Leider erwies sich die Verbindur gf 
im Existenzgebiet der smektischen Phase (253 . . . 282° C) als sehr rasch zersetzlich, so daß 
die Messungen nicht durchgeführt werden konnten. a 
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insbesondere für die Änderung dieses Verhältnisses infolge einer Moleküil- 
rotation interessieren, ist die genannte Idealisierung erlaubt. 

3. Der Winkel, den die Rotationsachse, d.h. die Moleküllängsachse, mit 
der Para-Achse der Benzolringe bildet und der in Wirklichkeit etwa 10° beträgt, 
sei 0; die als Benzolringe idealisierten Moleküle mögen also um ihre Para-Achse 
rotieren. 

4. Im Falle einer raschen Rotation (vgl. Bedingung (2)) berechnen wir der 
Einfachheit halber den Mittelwert in (6) für eine mit kontinuierlicher Winkel- 
geschwindigkeit erfolgende Rotation. 

5. Die Moleküle seien wie in der smektischen Phase angeordnet, indem die 
Molekülenden in gemeinsamen Ebenen liegen. Die vier Benzolprotonen 
bewegen sich dann auf einem Zylindermantel um die Moleküllängsachse L, 
und die Enden dieser Zylinder liegen in gemeinsamen Ebenen, wie in Abb. | 
für zwei benachbarte Benzolringe gezeichnet. 


Ru zei 


Abb. 1. Benzolringe a und 5b benachbarter Abb.2. Für die Berechnung der inter- 
Moleküle mit den Protonen 1...4. L, ist die molekularen kernmagnetischen Wech- 
Para-Achse (RichtungderPara-Substituenten) selwirkungen vorausgesetzte Molekül- 

eines Benzolrings anordnung 


6. Bei der Berechnung von AH&ter werden nur die Wechselwirkungen 
zwischen den Protonen unmittelbar benachbarter Moleküle berücksichtigt. 
Dies ist infolge der r*#-Abhängigkeit (vgl. z.B. (3)) eine gute Näherung. 
Ferner werden bei AH&ter nur die komplanaren Wechselwirkungen, das sind 
die Wechselwirkungen zwischen den Protonen la—1b, la—2b, 2a—1b, 
2a—2b sowie die entsprechenden Terme zwischen den Protonen 3 und 4 


berücksichtigt. Der dadurch entstehende Fehler in AH%ter beträgt für die in 
Frage kommenden Molekülabstände höchstens 20%. 

7. Der gegenseitige Abstand 2r zweier benachbarter Moleküle in radialer 
Richtung sei zeitlich konstant. Es wird eine hexagonale Packung voraus- 
gesetzt — vgl. Abb. 2 —, bei der der Abstand unmittelbar benachbarter Mole- 
küle gleich ist. 

Der Abstand der Protonen 1 und 2 bzw. 3 und 4 beträgt 


F 


di 


li 


en 


di 


bi 
: 
ag 
| | sö 
k 
se 
rE 
an x a Y 
“4 2 2r W 
ki 
wi 
7 
PR 
i 
= 
In 
de 


K.H. Weber: Molekülrotation in smektischen Phasen 131 


lekül- derjenige zwischen den Protonen 1 und 4bzw..2undd  ——© 
1— 2,44 A. (12) 


Die Azimute y, die die Drehung der Benzolringe um die Achsen L, beschrei- 


Aches ben, werden von der Achse L, aus gezählt, die senkrecht zu L, in der y-z-Ebene 
liegt (vgl. Abb. 1). 

‚ir der Die Berechnung von AH? wird für die folgenden Fälle durchgeführt: 

inkel. A. Einkristall mit starrem Gitter. Die Moleküle rotieren nicht um JL,, 
sämtliche Moleküle der Probe besitzen das gleiche Azimut y. 

‚m die B. Die Moleküle rotieren nicht um L,, innerhalb eines Bereiches (Mikro- 


‘tonen § Kristall) seien alle Azimute y gleich, die Azimute in verschiedenen Bereichen 
nse L, seien aber verschieden, und es liege eine statistische Verteilung vor. 
Abb. 1 C. Die Moleküle rotieren .,langsam‘‘ um L,, so daß (2) nicht erfüllt ist. 

D. Die Moleküle rotieren ‚rasch‘ um L,, Bedingung (2) sei erfüllt. 

In den Fällen A und C setzen wir vollkommene Makro-Orientierung voraus, 
der Winkel ©, zwischen L, und der Richtung des Magnetfeldes H soll also für 
sämtliche Moleküle der Probe 0 sein. In den Fällen B und D berechnen wir 
einmal die Abhängigkeit des 2. Moments AH2ır vom Winkel ©, für 
ein homogen orientiertes Präparat und sodann den Wert (AHfter)puiver für 
eine statistische Verteilung der einzelnen Bereiche, wobei über den Raum- 
5; winkel zu mitteln ist. 

An, In den Fällen B, C und D sind im Mittel die Wechselwirkungen zwischen 
tJ den Protonen unmittelbar benachbarter Molekiile gleich. Betrachten wir als 
einfachste elementare Wechselwirkungszelle die 7 mit are Kreuz versehenen 


Moleküle in Abb. 2, dann folgt aus (7) mit n = 4: ice 


inter 4 7 PR 
Wird diese Zelle durch Hinzunahme der mit einem Punkt bezeichneten Mole- 
küle erweitert, dann ist der Faktor 12/7 zu ersetzen durch 42/19. Bei schritt- 


er inter- 


weiser Erweiterung der elementaren Wechselwirkungszelle in der geschilderten 
Molekil: Weiseerhalt man fiir diesen Faktor die Reihe 12/7, 42/19, 90/37, ..., 5 di ; 
Für große Werte von k gilt daher im Fall C 

kungen 3a %b 

ichtigt Adfiter = = jk> (13) 

wo entsprechend gilt für den Fall D ae 

as 

2a—1h. | = 22 (Fr bat 
und 4 inter weich 

r die in Im Fall A und B haben wir drei verschiedene Wechselwirkungen, nämlich 


diejenigen zwischen den Protonen der Moleküle a—b, a—c und a—d (vgl. 
radiale © Abb. 2), wobei auf jede Sorte !/, der Moleküle der gesamten Wechselwirkungs- 
voraus- zelle entfällt: 


or Mole- APB ter = Fht 55 (15) 


Im Fall B sind die F}, durch die Mittelwerte Fy, zu ersetzen, die drei Summan- 
(11) den sind dann gleich, und es gilt für den Fall B die Beziehung (13). In den 


9* 


» 
Ae 
Sr 
m 


Summen a: 3), (14) und (15) 


sichtigen. 


2 
Yja,ıd = fia,ıd = 


 Abb.3. ter im Fall A als 


Funktion des Azimutwinkels y 
füra=3 


lösbar. Die drei Summanden 
nis lautet 
3a 


A H’nter = Th 


+ 


mb al 220) 


as 
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sind nur die Wechselw irkungen F?, zwischen 


a den Protonen verschiedener Benzolringe (a—b, a—c, a—d) zu berück- 
Aus Abb. 1 erhält man am einfachsten vektoranalytisch mit x = 2r/ry 
1+ 7 — COS (Ya — Yp) — & (COS Ya — Cos | 
= = +5 + 008 (pa — yo) — (cos ya + cos (16) 


2 
134,10 = r3a,4b = 2rhy + + COS (Ya — Yo) + & (COS ya + Cos vo) | 


2 
"34,26 = T3a,3b = + — COS (Ya — Yo) + & (COS Yq — COS 2] 
4 
cos O14, 1b = COS Ox 4p = rm (X — COS Yq + COS yp) sin Oolrıa, 1b 
Fr COS O14, 25 = COS 35 = rm (% — COS Wa — COS yp) sin 20 
COS O24, 15 = COS = rm (X + COS ya + cos ys) sin O,/r2a,ı» (17) 
008 Ogq,25 = COS = Ty (X + COS Ya — COS yy) Sin Oy/raa,2»- 
nor. Fall A: Mit 0 folgt aus (17) —0. 
In (16) ist zu setzen (vgl. auch (15) 
by für die Summe yg = yo = y + 60 (18) 
a,d 
fir die Summe = yw = y — 60. 
von 3 Aus (4) folgt dann F?;, = Ti Mit en ö) erhält 
man 
D 
x + 3 > r2a,11 |. 
Zee Die Abhängigkeit vom Azimut y zeigt Abb. 3 
fürra=3 
AHßiter hat die Periode 60° und ist sym- 
metrisch zu y = 30°. Die Abhängigkeit des 
0 20 40 60  minimalenWertes (4H2 cr) y—30° und des maxi- 


malen Wertes (AH ter), —o von « ist in Abb. 4 
(Kurve A) dargestellt. 

Fall B: (18) ist in (16) und (17) einzusetzen. 
Damit können nach (4) die Terme F?; berechnet 


werden. Die bei der Mittelung über y auftretenden Integrale sind elementar 


in (15) sind in diesem Falle gleich. Das Ergeb- 
1602 +16 „fi af + 1402+ 8)... 
ae 


bay. 
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Abb. 4 (Kurve B) zeigt die Abhängigkeit von « für ©, = 0, d.h. für ein homo- 
gen in Feldrichtung orientiertes Präparat, und Abb. 5 die Abhängigkeit von 
9, für « = 3. Die Werte AHfiter für ©, = 0, Oy = 90° und für das Kristall- 
pulver sind in Abhängigkeit von x in Tab. 1 zusemmengestellt. 
[@?] 
| @,—90° | Pulver 


(tai and 


3279 


Fall C: Aus (4), (16) und (17) erhält man F?,. Setzt man voraus, daß die 
Rotationen der einzelnen Moleküle inkohärent sind, dann kann F?, getrennt 
über y. und y, gemittelt werden. Die erforderlichen Integrale sind nur für 
den hier behandelten Fall ©, = 0 elementar lösbar. Aus (13) ergibt sich als 
Endresultat ; 

6a 36 — 400? + 1804 + a8 
Eine graphische Darstellung der Werte gibt Abb. 4, Kurve C. 

Fall D: Unter der Voraussetzung, daB die Rotationen benachbarter 
Moleküle inkohärent sind, kann Fj, getrennt über yg und y, gemittelt werden. 
Die Integration über y, führt auf die vollständigen elliptischen Integrale 
1. und 2. Gattung E(k?) und K(k2)?!). Die Integration über y, ist dann 
numerisch auszuführen. Wir erhalten 


AHßiter = 24a (A*? — 64* B* sin? ©, + 9 B*? sin‘ ©,) (22) 


mi J (ya) dy unc J (wa) dpa. cides are 
Dabei ist 

: 


A (Ya | dee 
leo Soe sin? 


as 


a? = 1 + ao? — 2a cos 
= (1 — By? [2 (2 — B) — (1 — K(P)] 
| 
3d, == k-2 [K (k?) (1 k2)-1 (2k? 1) E (k?)] = 
3) = + B) K(k2) — 2 (1 + B) E(k2)] 
2 
2) Jahnke-Emde Tafeln höherer Funktionen. Leipzig 1048. 
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Abb. 4, Kurve D zeigt die Abhängigkeit des 2. Moments AH?.r von 


a für ©, = 0, d.h. für ein homogen in Feldrichtung orientiertes Präparat, 
und Abb. 5 stellt die Abhängigkeit vom Winkel ©, für x = 3 dar. 
Für den intramolekularen Anteil erhält man aus (4) und (7) in allen Fällen 


AF Batra = 5 (3 cos? 9, — 1? (23) 


wobei nur die Wechselwirkungen zwischen den Protonen 1—4 und 2—3 berück- 
En sichtigt zu werden brauchen. Mit (12) folgt daraus hake 4 } 


für O0,=0 = 8,48 G?, 
ein Kristallpulver AH2ir, = 2,12 G2. 


AHfatra ist als Funktion von ©, für ein ir Ban Präparat in 


S 
n 


0 50 50 
Abb. 4. AH nter als Funktion von Abb. 5. AH: ern AH? vor für die Fälle 
« = 2r/r,, für ein homogen in Feld- B und D und AH? für den Fall B ak 
richtung orientiertes Präparat. Die Funktion des Winkels ©, zwischen Mole- 
Gerade stellt den Wert küllängsachse und Feldrichtung für ein 
Hy ntry (24) für ©, = 0 dar. homogen geordnetes Präparat für x = 3 


Aus der vorausgesetzten Molekülpackung (Abb. 2) kann leicht der gegen- 

seitige Abstand 2r der Moleküle in radialer Richtung abgeschätzt werden. 

Es sei ly, die Länge eines Molekiils, die sich aus dem Kerngerüst abschätzen 
läßt, und A der Abstand unmittelbar benachbarter Moleküle in Längsrichtung. 
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Im Volumen V sind Hinter 
Ar2 


in smektischen Phasen 


Molekiile enthalten. Betrachtet man gerade ein Mol, dann folgt daraus E DE 


Ny = N; (Loschmidtsche Zahl) und mit Vy = M/o (M Molekulargewicht 
o Dichte der Substanz) unter der Annahme < 


V3 oN, Iy, 
Werte a = 2r/ry zwischen 
245605 2,6. 


Diese x-Werte sind in Abb. 4 als senkrechte Geraden eingezeichnet. 


le 


Die Kurven B und D in Abb. 5 zeigen, daß (AH%ker)oo: > (AHfiter)o 
ist, wie in (10) behauptet wurde. Für den Fall C ergibt sich eine ähnliche 
Winkelabhängigkeit. In Abb. 5 ist ferner die Abhängigkeit des Gesamt- 


moments AH? = AHPitra + AHfter vom Winkel ©, für ein vollkommen 


geordnetes Präparat unter Zugrundelegung des Falles B eingezeichnet. Diese 
Funktion unterscheidet sich wesentlich von der an der bz-Phase des Azoxy- 
phenol-heptyläthers experimentell erhaltenen Winkelabhängigkeit des zweiten 
Moments (vgl. ®)). Geht man von der hier vorausgesetzten vollkommenen 
Ordnung zu einer nur teilweise geordneten Probe mit einer bestimmten Winkel- 
verteilung der Moleküllängsachsen um die Vorzugsrichtung über, dann würde 
zwar die Funktion AH?(©,) flacher verlaufen, aber an dem Verhältnis 


AH?(90°)/AH?(0) = 0,84 ändert sich hierdurch nur wenig. Dagegen beträgt 
der experimentelle Wert für dieses Verhältnis nur 0,43. Die beobachtete 
Winkelabhängigkeit kann nur unter Vernachlässigung der intermolekularen 
Beiträge quantitativ erklärt werden, wie in 8) gezeigt wurde, und nach Abb. 5 
ist diese Vernachlässigung nur unter der Voraussetzung einer genügend 
raschen Rotation der Moleküle um ihre Längsachsen (Fall D) erlaubt. 

Das gleiche Ergebnis erhält man aus der Abb. 4: Im Bereich der aus der 
Molekülpackung berechneten «-Werte (26) ist die Bedingung (8) nur für den 
Fall D und für den Fall A für y = 30° oder 90° erfüllt. Wie in *) am Azoxy- 
phenol-heptyläther und am Azoxybenzoesäure-äthylester gezeigt wurde, ist 
es nicht möglich, in Magnetfeldern der Größenordnung 8000 Gauß in dicker 
Schicht vollständig geordnete bz-Phasen herzustellen. Die unter diesen 
Bedingungen erzielte Makro-Ordnung ist eher mit derjenigen eines Kristall- 
pulvers vergleichbar als mit einem Einkristall, und es ist daher auch sehr 
unwahrscheinlich, daß die Azimute (vgl. Abb. 1 und 2) innerhalb der gesamten 
Probe gleich sind; der Fall A darf daher ausgeschlossen werden. 

Die in der vorliegenden Arbeit mitgeteilten Abschätzungen der inter- 
molekularen zwischen den in Reso- 
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nanz befindlichen Protonen zeigen, daß die an den nematischen und smek. 
tischen Phasen der Azoxyphenol-alkyläther und des Azoxybenzoesäure- 
äthylesters durchgeführten Kernresonanzuntersuchungen nur dann theoretisch 
erklärt werden können, wenn man in beiden Phasen eine freie oder nur wenig 
behinderte Drehbarkeit der Moleküle um ihre Längsachsen voraussetzt und 

- wenn man ferner annimmt, daß die betreffenden Umorientierungsfrequenzen 


größer als 105 sec! sind. 


abs ee g, Physikalisches Institut der Karl-Marx-Universitat. 


(Ai) bow Wa Bei der Redaktion eingegangen am 11. September 1958. 
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Zur Theorie der Absättigung der Kernkräfte Be 


is wird eine Berechnung der Bindungsenergie der Kerne unter Verwendung 
eines relativ einfachen Kernmodells gegeben. Ausgangspunkt bildet die 
Beschreibung der Nukleonen als ein nichtwechselwirkendes Fermi-Gas. Die 
entsprechende kinetische Energie unter Beriicksichtigung eines durch die 
„hard cores‘‘ der Nukleonen bedingten zusätzlichen Anteils wird nach einer 
Interpolationsformel von London angegeben. Die Berechnung der poten- 
tiellen Energie erfolgt dann durch Zusammenfassung der Gesamtheit der 
Nukleonen mit ihren Mesonfeldern zu einem System gekoppelter Felder, dem 
Quellen-(Nukleonen-)Feld und dem Mesonfeld. Während die Darstellung der 
Theorie in allgemeiner Form erfolgt, wird zur numerischen Auswertung der 
Gleichungen eine Ritzsche Näherung verwendet. Man erhält für die Bin- 
dungsenergie pro Nukleon etwa 7 MeV bei einem vernünftigen Wert für den 
Kernradius. Das Ergebnis deutet darauf hin, daß einerseits eine Stabilisierung 
der Kernmaterie bei normalen Dichten nur durch das Zusammenwirken von 
kinetischer Energie und mesischer (Zweiteilchen-) Energie möglich ist und 
andererseits, daß eine Beschreibung der Gesamtheit der Nukleonen durch ein 


. System gekoppelter F elder sinnvoll ist (soweit Schaleneigenschaften vernach- 


Seit langem ist eine der wichtigsten Eigenschaften der Kernmaterie, näm- 
lich deren Absättigungscharakter, Gegenstand vieler Untersuchungen. Wäh- 
rend man anfangs, in Analogie zu der Erklärung der Sättigungseigenschaft der 
chemischen (homöopolaren) Bindung, einen genügend großen Anteil von Aus- 
tauschkräften zur Berechnung der Bindungsenergien der Kerne heranzog, 
mußte diese Vorstellung mit zunehmender Kenntnis der Nukleon-Nukleon- 
Streudaten revidiert werden. Diese zeigten nämlich, daß der Anteil der Aus- 
tauschkräfte nur etwa 50% ausmacht (Serber-Potential), so daß in der 
Wechselwirkung zweier Nukleonen die gewöhnliche (Wigner-) Kraft einen 
starken Einfluß ausübt. Damit ist aber die oben angedeutete Erklärung der 
Absättigungseigenschaft physikalisch nicht mehr haltbar. Es war erforderlich, 
zusätzliche abstoßende Kräfte einzuführen, welche einen stabilen Kern bei 
normalen Dichten garantierten. Dies geschah auf zwei verschiedene Arten: 
Einmal durch die Annahme eines rückstoßenden Potentials für kleine Nukleo- 
nenabstände (,,hard core“), wie es Jastrow!) schon aus der Untersuchung 


) R. Jastrow, Physic. Rev. 81, 165 (1951). 
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hochenergetischer Streuprozesse qualitativ gefolgert hatte und zum anderen 
durch die Berücksichtigung von Mehrkörperkräften?) (u.a. auch in der Form 
einer nichtlinearen Mesongleichung*)). Die Untersuchungen der letzten Jahre 
laufen nun darauf hinaus zu entscheiden, ob die Berücksichtigung eines ,,hard 
core“ vernünftiger Ausdehnung ausreicht, eine zwanglose Beschreibung der 
Absättigungseigenschaft der Kernmaterie zu geben oder ob hierzu noch ein 
nicht zu vernachlässigender Anteil von Mehrkörperkräften nötig ist. Die 
Bindungsenergie pro Nukleon soll etwa 8 MeV betragen bei Voraussetzung 
eines Zweinukleonenpotentials, welches auch eine befriedigende Beschreibung 

der Streudaten niedriger Energie (< 50 MeV) liefert. Dieses Problem wurde | 
besonders von Brückner u.a.*) in mehreren Arbeiten unter Verwendung 
eines besonderen, von den genannten Autoren entwickelten Näherungsver- 
fahren diskutiert (Entwicklung nach Vielteilchenstreuungen der Nukleonen). 
Die Stabilisierung und Absättigung der Kernmaterie wird nach diesem Ver- 
fahren erreicht durch bestimmte Eigenschaften der mit einem „hard core“ 
versehenen Zweinukleonenpotentiale ; Mehrkörperkräfte sollen in guter Nähe- 
rung vernachlässigbar sein. Hierbei muß allerdings noch bemerkt werden, daß 
. die Konvergenz des Verfahrens bei hohen Dichten, wegen der dann stark 

== N zunehmenden Streuprozesse wohl noch nicht vollständig gesichert ist. 


Die nach der üblichen Störungstheorie (mit ‚trial“-Funktionen) erhaltenen 
; Ergebnisse scheinen dieses Resultat zu bestätigen, sind aber wegen der ver- 


schiedenen Möglichkeiten in der Wahl der Wellenfunktionen und der Zwei- 
 nukleonenpotentiale ebenfalls noch nicht eindeutig. 

Es ist nun die Absicht der folgenden Arbeit, einmal ein einfaches Kernmodell 
anzugeben, mit dem eine Berechnung der dem Kern als Ganzes zukommenden 
Eigenschaften möglich erscheint. Dabei soll neben der Annahme von endlich 
ausgedehnten Nukleonen nur von einer (berechenbaren) Kerndichte und einem 
damit zusammenhängenden Mesonfeld ausgegangen werden, ohne bestimmte 

vinteilchen-Wellenfunktionen und Zweinukleonenpotentiale voraussetzen zu 
müssen. Zum weiteren soll mit diesem Modell versucht werden, einen Beitrag 
zu der eingangs aufgeworfenen Frage zu liefern, ob zur Stabilisierung der Kern- 


rs materie bei normalen Dichten Mehrkörperkräfte erforderlich sind oder nicht. 


Dabei sei zur Sprechweise grundsätzlich folgendes vorausgeschickt: Zur 
Absättigung der Kernkräfte tragen die Austauschkräfte einen Teil bei, da sie 
j ja, wie bekannt, etwa 50% der Kernkräfte ausmachen. Die restlichen 50% 


sind anziehende Wigner-Kräfte, welche von abstoßenden Kräften im Gleich- | 
a (a gewicht gehalten werden miissen, soll der Kern bei den experimentell bekann- 
ten Bindungsenergiewerten stabil sein. Wenn also im folgenden davon gespro- 
chen wird, daß die Stabilität des Kerns bei normalen Dichten nur durch die 
kinetische Energie erreicht werden kann, dann soll das heißen, daß zur Absitti- 
gung nur die Existenz der ,,hard cores‘ und der Austauschkräfte (die immer 
Sättigung geben) nötig ist. Wird, wie im vorliegenden Fall, die Untersuchung 


2) S.D.Drell u. K. Huang, Physic. Rev. 91, 1527 (1953). 

3) P. Mittelstaedt, Z. Physik 137, 545 (1954). 

4) K.A. Brückner, C. A. Levinson, Physic. Rev. 97, 1344 (1955); K. A. Brück- 
ner, Physic. Rev. 97, 1353 (1955); K. A. Brückner, R. J. Eden, u. N.C. Francis, 
Physic. Rev. 98, 1445 (1955); K. A. Brückner, Physic. Rev. 100, 36 (1955); K. A. 
Brückner, C. A. Levinson, H. M. Mahmoud, Physic. Rev. 95, 217 (1954); K.A. 
Briickner, Physic. Rev. 96, 508 (1954). 
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mit reinen Wigner-Kräften durchgeführt, so bedeutet dies sogar eine gewisse 
Überschätzung der Kerndichte, dürfte also zur Diskussion der aufgeworfenen 
Frage eine durchaus vernünftige Näherung sein. 


In dem eben angedeuteten Sinne soll nun in der vorliegenden Arbeit die 
Bindungsenergie der Atomkerne mit einem relativ einfachen Modell berechnet 
werden, welches im wesentlichen auf den Annahmen beruht, daß erstens die 
Nukleonen einen ,,hard core“ besitzen und daß zweitens ein System von vielen 
Teilchen in guter Näherung durch ein klassisches Materiefeld ersetzt werden 
kann (s. auch $2). Die Gesamtenergie für dieses System setzt sich damit 
zusammen einmal aus der Fermischen kinetischen Energie) der in einem 
gewissen Raumbereich mit einer bestimmten Dichte verteilten Nukleonen. 
Der entsprechende Energiebetrag läßt sich aus einer von London angegebenen 
Interpolationsformel entnehmen. Zum anderen trägt zur Energie, abgesehen 
von der Schrödingerschen kinetischen5) und der Coulomb- Energie 
noch die potentielle Energie des Mesonfeldes des Kerns bei, die dadurch 
berechnet werden soll, daß die Gesamtheit der Nukleonen als ein klassisches 
Feld aufgefaßt wird, welches die Quelle des Kern-Mesonfeldes bildet. Dabei 
muß betont werden, daß die Angabe der Fermischen kinetischen Energie 
durch eine Interpolationsformel, welche in gewissem Sinne unabhängig von 
dem zur Berechnung der potentiellen Energie des Kerns verwendeten Modells 
erscheint, nur der mathematischen Vereinfachung dient. Bei einer exakteren 
Formulierung dieses ,,feldtheoretischen Kernmodells“ ist eine Quantisierung 
der Wellenfunktion des Kerns unumgänglich und führt damit zu einer äußer- 
sten Komplizierung des Problems. 


Die Energie für das System gekoppelter Felder ist leicht im Sinne der 
Feldtheorie zu bestimmen. Die Minimumsforderung an die Gesamtenergie 
gestattet dann die Berechnung sowohl der Dichteverteilung und damit des 
Kernradius als auch der Bindungsenergie der Kerne. Die explizite Rechnung 
wird aus mathematischen Gründen im Sinne einer Ritzschen Näherung 
durchgeführt, wobei also eine von einem Variationsparameter abhängige 
Dichte angesetzt wird, so daß die Gesamtenergie als eine Funktion des Varia- 
tionsparameters A erscheint. Die Variation bezüglich A wird numerisch 
durchgeführt. (In dieser Arbeit werden die numerischen Rechnungen für den 
Fall gegeben, daß Protonen- und Neutronen-Dichte gleich sind, die Theorie 
dagegen wird schon für den allgemeinen Fall entwickelt.) 


5) Mit Fermischer kinetischer Energie wird die kinetische Energie bezeichnet, 
welche als Folge der Fermi- Statistik der Nukleonen auftritt. Unter Schrödinger- 
scher Energie werde dann der Anteil verstanden, der für den Fall auftritt, daß alle Teil- 
chen den tiefsten Energiezustand besetzen. Diese Energie ist in dem eben angedeuteten 
Sinne identisch mit der Weizsäckerschen Inhomogenitätskorrektur. Werden beide 
Anteile in der Rechnung verwendet, wobei der zuletzt genannte Beitrag als Korrektur zu 
betrachten ist, so bedingt das eine etwas zu große kinetische Energie (da man die kine- 
tische Energie der zwei Neutronen und zwei Protonen im tiefsten Energiezustand doppelt 
zählt). Dieser Fehler werde an der Fermischen Energie dadurch korrigiert, daß diese 


mit 7 = 1— ed multipliziert wird [vg]. Gl. (2), § 3]. Es sei noch erwähnt, daß die Ein- 
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§ 2. Begriindung des Modells 


Der Atomkern ist bekanntlich aufgebaut aus Neutronen und Protonen, 
welche nach der heutigen Vorstellung von jeweils einer Wolke virtueller 
Mesonen umgeben sind und die durch Austausch von Mesonen miteinander 
wechselwirken. Die gesamte Energie wird dann direkt bestimmt sein einmal 
durch die Stärke des Mesonfeldes und zum zweiten durch die Anzahl und Form 
der Quellen des Mesonfeldes, also der Nukleonen, welche mit einer gewissen 
Dichte verteilt sind. Da weiterhin bekannt ist, daß ein System vieler Teilchen 
in guter Näherung als klassisches Feld aufgefaßt werden kann, erscheint es ak 
durchaus sinnvoll zu versuchen, die dem Kern als Ganzes zukommenden Eigen- 
schaften aus einem einfachen klassischen Modell zu berechnen; (zumal hier 
auf die Voraussetzung sowohl eines bestimmten Zweinukleonenpotentials als 
auch auf Einteilchenwellenfunktionen verzichtet werden kann, sondern nur 
die Stärke des Mesonfeldes eine wesentliche Rolle spielt). Zur Berechnung der 
Nukleonendichte soll dabei ein von Heber®) angegebenes Variationsverfahren 
zur modellmäßigen Berechnung der Struktur eines Nukleons auf die Beschrei- 
bung des Atomkerns übertragen werden. Heber beschreibt das ‚‚nackte 
Nukleon‘?’), welches die Quelle eines skalaren Mesonfeldes bildet, durch ein 
klassisches Materiefeld. Die Stabilität der Materieanhäufung wird dadurch 
bedingt, daß die kinetische Energie des Quellnukleons der mesischen negativen 
Energie das Gleichgewicht hält. Minimale Energie des Gesamtsystems Nu- 
kleon- + Mesonfeld fordert eine endliche Ausdehnung des Nukleons und 
führt damit auch zu einer endlichen Selbstenergie. Die Übertragung dieser 
Rechnung auf die Beschreibung des Atomkerns verlangt die Ersetzung der 
Normierung { ®* ® dr = 1 durch { ®* ® dr = A, wobei jetzt bei Verwendung 
des oben erwähnten Variationsverfahrens mit wachsendem A auch die Aus. 
dehnung des durch ®* ® dargestellten Wellenpaketes (Atomkern) zunehmen 
müßte. Wie schon Heber zeigte, tritt dieser Fall nicht ein, sondern das 
Wellenpaket schrumpft mit wachsendem A zusammen. Das Ergebnis ist 
dadurch bedingt, daß die alleinige Beschreibung des Atomkerns durch ein 
klassisches Feld zu einer kinetischen Energie führt, wie sie für punktförmige 
Nukleonen gilt, d. h. es ist äquivalent der Annahme, daß die Nukleonen keinen 
„hard core“ besitzen: Der Übergang vom einzelnen Nukleon zu einem System 
von A Nukleonen, also zum Atomkern, enthält, wenn er durch die obige 
Umnormierung durchgeführt wird, die Voraussetzung, daß sich A Quellen 
der Stärke 1 an den Orten R, i=1...A) durch eine Quelle bestimmter 
Dichte der Stärke A beschreiben lassen. Daraus folgt, daß in diesem Modell 


in einfacher Weise weder das Pauli-Prinzip, noch eine Struktur der Nukleonen ; 


berücksichtigt werden kann. Zur Beschreibung der Kernmaterie ist das aber 
unbedingt erforderlich. Es werde deshalb das von Heber angegebene Modell 
dahingehend erweitert, daß als Ausgangspunkt ein nichtwechselwirkendes 
Fermi-Gas betrachtet wird. Das erlaubt in einem ersten Schritt die Berück- 
sichtigung des Pauli-Prinzips und auch der Struktur der Nukleonen (§ 2,1). 
Die Gesamtheit der Nukleonen wird dann erst in einem zweiten Schritt im 


8) G. Heber, Ann. Physik 16, 43 (1955); G. Heber, Ann. Physik 17, 102 (1956), 
?) In wohl nicht mißzuverstehender Schreibweise kann man definieren: ‚Nackte 
Nukleon‘‘ = Nukleon—Mesonfeld. Im folgenden werde, um eine einfachere Sprechweise 
zu haben, stets einfach von Nukleonen gesprochen, wenn die Quellen des Mesonteldit, 
also „nackte Nukleonen‘‘ gemeint sind. 
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kerne au man zu der modellmäßigen Beschreibung der Kernmaterie ont : 
einem System von A Nukleonen aus, welche sich in einem bestimmten Raum 
gebiet bewegen mögen. Jedes einzelne, ausgedehnte Nukleon ist die Quelle 
eines pseudoskalaren, symmetrischen Mesonfeldes. Der Mesonaustausch — x 
zwischen je einem Nukleonenpaar bewirkt dann, daß zwischen eben den 
beiden betrachteten Nukleonen (in statischer Näherung) eine Wechselwirkung — 
von der Art des Gartenhaus-Potentials®) besteht. Die Parameter dieses Poten- — 
tials, der „Cut-off“-Radius (unmittelbar zusammenhängend mit dem ‚hard Bi 
eore“-Radius R,) und die Kopplungskonstante g wurden dabei von Chew°?) 
und Gartenhaus?) an den Streudaten niedriger Energie normiert. u. 
Marshak und Signell!®) zeigten, liefert das so festgelegte Potential, welches — 
eine plausible mesontheoretische Grundlage besitzt, bei Hinzunahme eines 
Spin-Bahn-Kopplungsgliedes auch eine befriedigende Erklärung der Streu- 
daten höherer Energie. Es soll deshalb in der folgenden Arbeit auch der aus 
dieser Theorie folgende ‚„hard-core“-Radius R, verwendet werden; ebenso 
soll der Wert der (entsprechend umgerechneten) Kopplungskonstanten g, 
also die Stärke des Mesonfeldes, annähernd mit dem Chewschen Wert a 

einstimmen. Sieht man von der Abhängigkeit des Potentials vom Spin und A 


| 

lich ist) so erkennt man leicht, daß der für die thers iden ZW rien den 
einzelnen Teilchen wesentliche Beitrag der gleiche ist, wie er durch ein skalares _ 
Mesonfeld gegeben wird (abgesehen von der in erster Näherung un- 2 
wesentlichen Tensorkraft). Für nicht zu kleine R ist das ein anziehendes __ 
Yukawa-Potential. Die AbstoBung fiir kleine R in geraden Zuständen — 5 

dagegen ist wesentlich durch die Verwendung pseudoskalarer Mesonen bedingt: = 
Es tritt ein „hard core“ auf. Damit ergibt sich die Möglichkeit, die Wirkung __ 
des pseudoskalaren Feldes zu ersetzen durch die Annahme von Nukleonen | x on 
endlicher als eines skalaren Mesonfeldes. (Diese 


1)],) Das Feld kann dabei aus Gründen der Einfachheit als neutral ange- a 
nommen werden, wobei dann die Kopplungskonstante g entsprechend ver 
größert wird, um die beobachtete Mesonfeldstärke zu erhalten. Damit ist nun N af es 
uch sofort der entscheidende Schritt zur Modellvorstellung auszuführen ba Be 
enn man sich noch der eingangs dieses Paragraphen ausgesprochenen A 
atsache erinnert, daß ein System vieler Teilchen in guter Näherung als ein Mite 
klassisches Feld bestimmter Dichte aufzufassen ist. at (ee 

1. Dem so definierten System kommt bei Annahme punktförmiger Nukleo- 

ıen die normale Fermische kinetische Energie zu. Berücksichtigt man, daß 
jedes Nukleon vermöge seines ,,hard core‘ selbst einen gewissen Raum bean- 
sprucht, so wird das den A Teilchen zur Verfügung stehende Volumen ent- Er 
8) S. Gartenhaus, Physic. Rev. 99, 619 (1955). 


®) G.F. Chew, Physic. Rev. 95, 1669 (1954). 
0) P,S. Signell, R. E. Marshak, Physic. Rev. 109, 1229 (1958). 


‘ = 
4 
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i wesentlichen zur Berechnung der potentiellen Energie zu einem klassischen x 
Feld im Sinne des Heberschen Modells „verschmiert“ ($ 2,2). Wie schon __ : 
erwähnt, ist die Trennung aus mathematischen Gründen erforderlich. 
| eraden Zuständen ein ‚hard core‘ auftritt [man vergleiche hierzu auch 
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sprechend verkleinert, Für die Einteilchen-Wellenfunktion bedeutet das, 
daß sie in den ,,hard core‘‘-Bereichen der anderen Teilchen verschwinden muß, 
Die dadurch bedingte Zunahme der kinetischen Energie läßt sich für den Fall, 
daß der mittlere Abstand zwischen den Nukleonen R, viel größer als der , hard 
core“-Radius sein soll, relativ einfach berechnen. Dies wurde von Lenz) 
durchgeführt (vgl. hierzu auch Drell, Huang?)). Für beliebige mittlere Ab. 
stände zwischen den Teilchen wurde von London?) im Zusammenhang mit 
seinen Untersuchungen über die Kondensation von He eine Näherungslösung 
als Interpolationsformel zwischen dem Lenzschen Wert und dem für sehr kleine 
Teilchenabstände leicht abzuschätzenden Energieausdruck angegeben. Die 
Übertragung dieser Gleichung auf den Fall der Kernmaterie gibt also die 
durch die „hard cores“ der Nukleonen bedingte zusätzliche Fermische 


q 


kinetische Energie (es wird » 1,0 gesetzt) 


Dabei bedeutet M die Nukleonenmasse, R, den „hard core‘‘-Radius und R, 
den mittleren Abstand zwischen den Nukleonen. 

2. Zur Berechnung der feldbedingten mesischen (Coulombschen) Ker- 
energie werden die an den einzelnen Orten R, (i = 1... A) befindlichen Quellen 
des Kernmeson-(coulomb-)Feldes der Stärke 1 (Nukleonen) beschrieben durch 
eine stetige Quellverteilting der Gesamtstärke A (Z)%). Die hierdurch definierte 
Dichte bedeutet somit die Nukleonen-(Protonen-)Verteilung im Kern. Wie 
schon Heber in seiner Modelltheorie für das einzelne Nukleon ausführte, ist 
diese Dichteverteilung und damit auch der in bestimmter Weise zu definierende 
Kernradius aus der Forderung nach minimaler Gesamtenergie für das System 
prinzipiell streng berechenbar. Aus mathematischen Gründen muß man sich 
jedoch, auch in der vorliegenden Arbeit, auf eine Ritzsche Näherung beschrän- 
ken. 

Bei der Festlegung der Dichteverteilung im Sinne des Ritzschen Verfahrens 
ist für den allgemeinen Fall von der Tatsache auszugehen, daß die Dichten von 
Neutronen und Protonen im Kern nicht übereinstimmen und somit also zwei 
getrennte Variationsparameter erfordern, A, und A,. Bei der Darlegung der 
allgemeinen Theorie wird diesem Umstand Rechnung getragen; die weitere 
Diskussion wird dann vorläufig unter der vereinfachenden Annahme A, = A, 
durchgeführt. Ebenso ist auch der Ansatz einer Gau ß-Funktion für die Dichte 
($ 3) als erste Näherung zu betrachten. (Besonders für die schweren Kerne ist 
damit gewiß keine gute Darstellung des Dichteverlanfs zu erwarten.) Für den 


allgemeinen Fall ist anzusetzen bee 


Re 
-. R 2 R 4 tae 
— avi — bi — 
wenn die Variationsparameter mit A,a,b,... bezeichnet werden. 
Die Festlegung des Kernradius wird in enger Anlehnung an die Definition 
des Radius einer Gauß-Verteilung von Gombas") in $ 3 gegeben. 


11) W. Lenz, Z. Physik 56, 778 (1929). 
12) F. London, Proc. Roy. Soc. London 158, 576 (1935). 
13) Man erhält mit dieser Darstellung auch, allerdings 
die Schrödingersche kinetische Energie. ea) 
14) P. Gombas, Fortschr. Physik 5, 159 (1957). 
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Nach Aufstellung der Gleichungen fiir das System gekoppelter Felder (klassi- 
sches Materiefeld + Mesonfeld) und Einführung bestimmter Dichteverteilungen 
ist dann die Energieberechnung mittels der Störungstheorie in 2. und 4. Nähe- 
rung leicht durchzuführen. Sie liefert zusammen mit der Fermischen kineti- 
schen Energie eine von dem Variationsparameter A abhängige Gleichung für die 
Gesamtenergie. Die Bestimmung des Minimums endlich gibt die Bindungs- 
energie ebenso wie den Kernradius. Dabei erkennt man, daß die Stabilisierung 
der Kerne bei normalen Energiewerten im wesentlichen durch die Fermische 
kinetische Energie bedingt wird, die als Zusatz durch die endliche Ausdehnung 
der Nukleonen auftritt. 

Bezüglich der Bezeichnungsweise sei noch folgendes vorausgeschickt: In der 
vorliegenden Arbeit handelt es sich bei der Berechnung der Feldenergie bei dem 
Nukleonenfeld um ein klassiches Materiefeld, eine Aufteilung in einzelne Teil- 
chen ist also nicht mehr sinnvoll. Es sei jedoch die Einheit der Quellenstärke, 
um eine einfache Ausdrucksweise zu haben, als Teilchen bezeichnet und mit dem 
Gedanken an eine eventuelle Quantisierung auch entsprechend interpretiert. 
[Man vergleiche hierzu auch Heber®) 1956, Seite 103.] Es bedeute im folgen- 
den N die Zahl der Neutronen und Z die Zahl der Protonen. 


$ 3. Allgemeine Theorie 

Den Ausgangspunkt bildet die Vorstellung eines in einem gewissen Raum- 
bereich eingeschlossenen Fermi-Gases (bestimmte Dichteverteilung). Die Nu- 
kleonen besitzen einen „hard core“-Radius R,. Das gesamte,den A = N + Z 
Teilchen zur Verfiigung stehende Volumen besitze eine Ausdehnung = R3, 
wobei der besonders zu definierende Radius R eine Funktion der Dichtever- 
teilung ist, was hier durch die Schreibweise R(b,) symbolisch ausgedrückt wer- 
den soll (b, bedeute die Fourier-Komponente der Entwicklung der Dichte im 


Impulsraum). Der mittlere Abstand zweier Nukleonen ist für R> R, durch 


2- 0,805 m, ~ gegeben. (Die Einschränkung R> R, ist nötig, um zu garan- 


tieren, daß das Volumen der Oberflächenschicht viel kleiner ist, als das des 
gesamten Kerns.) Für beliebiges R gilt für den Fall, daß sich die Nukleonen 
lückenlos anordnen können, 2 - 1,0- zi ; das effektive Volumen und damit auch 
der mittlere Abstand wird vergrößert. Wegen des Wellencharakters der Nukleo- 
nen und damit weitgehender Anpassungsfähigkeit an das verfügbare Volumen 
soll vorbehaltlich einer genaueren Diskussion bezüglich des mittleren Nukleo- 


nenabstandes in dieser Arbeit vorläufig mit 2-1,0- ay gerechnet werden. 


Die Fermische kinetische Energie läßt sich dann im Sinne der Londonschen 


i. */s 
Interpolationsformel angeben als = = 
r N Is + Z la 


E, +E, _ 3 h2 ails Nils + zZ’ 
A 5 2M 4'/s N (N + Z) en | (2) 
2,24 R.(bp) \ 


15) Dies folgt sofort aus R* = A. R}; Ry bezeichnet den mittleren Abstand zwischen 
zwei Nukleonen. 3 
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4 
{n= ( 1— =) bedeutet einen Korrekturfaktor, der so festgelegt wurde, daB die g 
A Fermische kinetische Energie für A = 4 verschwindet; alle Teilchen können I 
= bei N = 2, Z = 2 den tiefsten Zustand besetzen, so daß also nur noch die 
Schrödingersche kinetische Energie auftritt. Vergleiche hierzu auch Gom- 
bas!#).) 
Es soll hier darauf verzichtet werden, den Zusammenhang R = f (by) 
„explizit aus der Radiusdefinition zu bestimmen, da dieser allgemeine Fall für 
„die weitere Rechnung nicht wesentlich ist. Für eine spezielle Dichteverteilung P 
läßt sich die obige Energiegleichung leicht als Funktion des Variationspara- 
meters schreiben. 
Im Sinne der in $ 2 entwickelten Vorstellung werden jetzt die Nukleonen D 
(im wesentlichen zur Berechnung der potentiellen Energie) zusammen mit h 
ihrem Mesonfeld als ein System gekoppelter Felder aufgefaßt, für das die folgen- , 
Feldgleichungen aufzustellen sind dk 
Gy 
si 
Pp, — A®, = (gy—eU)® Op dr == § (4) W 
— 2°) y = — 9 Dy + Gp) (5 


AU = 42e@Dp@p. (6) 


Dabei bedeutet ® das klassische Materiefeld, der Index N bzw. P deutet auf 
Neutron bzw. Proton hin, y beschreibt das skalare, neutrale Mesonfeld, wäh- 
rend U das elektrostatische Potential des Kerns angibt. g bezeichnet die 


mc : 
Kopplungskonstante, u = —- mit m Mesonenmasse und M Nukleonenmasse. | p 


Hieraus folgt der Hamilton-Operator für das System zu 


1 
=z [(a + (Vy)? + y*) dt + 9 VPy dr be 
-g + OF Dp) dr —e + 
Ri 
Das Mesonfeld werde quantisiert, so daß für dieses die Vertauschungsregel | pj 
. ’ he: 77% Va 
[p(t,é), p(t, =a (8) ers 
zu fordern ist. rn 
Mit den Entwicklungen im Impulsraum (Normierungsvolumen V) 
> (sy (ap +a) = (2 +), (9) 


wobei die af und a; die bekannten Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren 
darstellen und damit y der ir Gl. (8) genügt, und 


| 
| 
Da 
|; 


laß die 


önnen 
ch die 
Gom- 


= f (bp) 
‘all fiir 
teilung 
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dt 


(10) 
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geht der Hamilton nn über in ER 


Fre) (ar(FF(t) + FP (f)) — af (F**(f) + F*P(f))] (11) 


*P be 


mit | 


Der Entwicklungskoeffizient b ist für den allgemeinen Fall (Maß fiir die Dichte- 
verteilung), wie in $ 2 ausgeführt, die durch Variation zu bestimmende Funk- 
tion. 
Die Diagonalisierung von Gl. (11) ist leicht durchzuführen. Sie liefert für 
den Grundzustand des Systems in 2. und 4. störungstheoretischer Näherung, 


h 
wenn man die unwesentliche mesische Nullpunktsenergie — — 5 © unberück- 
sichtigt läßt 


h2 


p? 
| Bt (12) 


n ec? N + P 
*P,P i®-») 1 
Die strenge Lösung des Problems fordert jetzt die Variation von 
E = + + 
bezüglich der und unter Beachtung der Nebenbedingungen 
=N oF = Z. (13) 
Wie in § 2 bereits ausgeführt, wird die weitere Rechnung im Sinne einer 
Ritzschen Näherung durchgeführt, indem für die Neutronen- bzw. Protonen- 
Dichte jeeine spezielle Verteilung angesetzt werde, welche jeweils nur von einem 
Variationsparameter A, » abhängt. Für die Nukleonenverteilung werde in 
erster Näherung eine Gauß-Funktion angenommen. Es sei 


Rr 


Damit wird dann 
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u 
4 
(7) 
igsregel 
(8) 
(14) :@ 


k= ® 


.®(x) bedeutet die GauBsche Fehlerfunktion (eine Verwechslung mit der Wel- 


_ lenfunktion des klassischen Materiefeldes ist wohl kaum zu befürchten). 


> a k: 
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Nach diesen Festlegungen sind die Integrale in Gl. (12) leicht zu berechnen, 
ebenso ist E, und E, nach Definition eines Radius für das Wellenpaket leicht 
als Funktion von x und A, darstellbar. Zur Vereinfachung der weiteren Dis- 
kussion werde die Dichte der Neutronenverteilung gleich der der Protonenver- 
teilung gesetzt, also 

Ay = dp =i. al 

a) Definition des Radius der Nukleonenverteilung 


In Anlehnung an die Definition des Radius einer Gauß-Verteilung von 
Gombas!4) soll dieser so festgelegt werden, daß die Materiemenge außerhalb 
eines gewissen Radius R, nur noch wenige Prozent der gesamten Materie- 
menge ausmacht. Die Definitionsgleichung lautet also, wenn man berück- 
sichtigt, on nach der Vereinfachung entsprechend Gl. (15) 


4a R?.o(R)dR= n, (16) 


wobei n jetzt ein kleiner Bruchteil von A sein soll!®). 
Unter Verwendung von Gl. vite liefert die Lösung des Integrals in Gl. (16) 


4n A +7 at (7 ,)) (17) 


ER Bam Man überzeugt sich leicht, daß 


(für n< =) R, > 1,32 ist, so daß wegen 


ah (- ) ~~ 1,0 vereinfachend zu schrei- 


= ben ist q 


yx mi e 24 
A 


16) Bei Gombas wird für n ein fester, 
von A unabhängiger Wert verwendet. Das 
+ - : + bedeutet, daß mit abnehmendem A der Pro- 
50 50 on zentsatz der außerhalb von R, befindlichen 
Au Au Materiemenge zunimmt. In der vorl. Definition 


wird in Abhängigkeit von A kein festes n ge- 
Abb. 1. Zur Definition des Kernradius R, fordert, sondern ein bestimmter Bruchteil, 
(Halbwertsbreite A u) also bestimmter Prozentsatz. 
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1,8 R Be 
Wegen R, Z Vs ) und des relativ zu 7 stark veränderlichen Faktors e ?* ist 


schließlich noch in guter Näherung das als Faktor auftretende = durch ein 


mittleres (3) ‘a 2,4 zu ersetzen, so daß sich dann endgültig fiir den Radius 
mitte 


des Wellenpaketes ergibt 
Hieraus folgt mit n = 55 (= 4%) er i 
(19) 
4g 


b) Die Fermische kinetische Energie der Nukleonen 


Nach Festlegung des Zusammenhangs zwischen Radius und Halbwerts- 
breite der Nukleonenverteilung läßt sich leicht die Interpolationsformel für die 
Fermische kinetische Energie endlich ausgedehnter Nukleonen in die A- 
Schreibweise übertragen. Die Halbwertsbreite A, eines Nukleons ist dabei 
gegeben durch den von Chew und Gartenhaus angegebenen Wert, welche, 
wie bereits angegeben, mit einer gaußförmigen Nukleonendichte die Vorher- 
sagen der pseudoskalaren ‚Cut off‘‘-Mesontheorie mit den experimentellen 
Daten verglichen und hieraus A, (und die Kopplungskonstante g) bestimmten. 

Es ist 

A, w % 0,169. 


Nach Gl. (19) folgt damit ein ,,hard core“-Radius von R, u * 0,4, der relativ 
gut mit dem aus dem von Gartenhaus berechneten Zweinukleonenpotential 
unmittelbar zu entnehmenden R, übereinstimmt. 

Für punktförmige Teilchen lautet die Fermische kinetische Energie, unter 
Beachtung der Gln. (14) und (15) 


E, 8 MM ‘ + Zils ails. g'ls 1 
Für endlich ausgedehnte Nukleonen wird die kinetische Energie wegen des 
effektiv verkleinerten Volumens um einen Betrag erhöht, wie er durch GI. (2) 
gegeben ist (Z,), wobei der Zusammenhang zwischen Kernradius R, und Varia- 
tionsparameter A durch Gl. (18) bzw. Gl. (19) gegeben ist. Durch Erweiterung 
der rechten Seite von Gl. (20) mit (2,37)? erhält man eine Beziehung, welche für 
eine homogene kugelförmige Dichte gilt, analog zu Gl. (2). Damit ist sofort 
2/5 
die zusätzliche Energie anzugeben; dabei soll naherungsweise — rn 
als. gis, 


Eu - (2,37)? = 3,94 sein, was befriedigend erfüllt ist!”). Die Rücküber- 
2 


™) Die Umrechnung ist erforderlich, weil die zusätzliche kinetische Energie nach der 
Londonschen Formel für den Fall einer homogenen Dichte gegeben ist. Um die Gleichung 
unmittelbar in die A-Schreibweise übertragen zu können, ist zu fordern, daß der mit 2,37? 
[siehe Gl. (19)] multiplizierte Faktor der kinetischen Energie Gl. (20) ungefähr mit dem 
entsprechenden Faktor bei Annahme homogener Dichte übereinstimmt. 
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setzung in die A-Schreibweise liefert dann = | 


3 Wa Bile. gis Nils 4 2,24 A la (21) 
52M 2-6 N+Z (Au + 0,713.4 


so daß die gesamte kinetische Energie pro Nukleon zu schreiben ist als 


h2 nls ga N'ls + Zils 


=) 
A 562M.) 2.5 N+Z 

(22) 
law Au)? (Au + 0,718 


od e) Berechnung der Schrödingerschen kinetischen Energie und der Coulomb-Energie 


= Diese beiden Energieanteile aus Gl. (12) lassen sich unter Beachtung der 
= Gin. (19) und (6) leicht bestimmen. Man erhält 
A = und = y2 x = (23) 
u 3m c? m 


d) Berechnung der potentiellen Energie nach Gl. (12) 


leicht durchzuführen. Hierbei wird bei der Darstellung des Potentials in der 
4. Ordnung in g noch die Zusatzforderung gestellt, daß nur Paarwechsel- 
wirkungen auftreten sollen. Das be- 


deutet, wie man sich unschwer durch 
al die Betrachtung des Ubergangs vom 
2 Fr) exakt realen System zum Modell über- 

20T zeugen kann, daß auch in diesem 
15+ Term ein Faktor A? auftritt. (Die in 
ot u FEN der formalen Schreibweise zusätzlich 
auftretenden Terme kommen von der 

05 gleichzeitigen Wechselwirkung von 
— 3 Nukleonen ; sie werden unterdrückt.) 


bg he: he Während die Integration des Bei- 
.2. Zur Bestimmung der potentiellen - xakt 3 
Energie 4. Ordnung in g (fiir die Zeich- we 4 2. u ih durch 
nung wurde y = 1 gesetzt) gelü rt werden kann, wurd e zu einer 
Teilintegration des Beitrages 

nung eine Näherung verwendet. Und zwar wurde gesetzt 


y 
| da 0,74 fet vas + | e*.xdar. 
(at + v 


Um den Grad der Näherung besser beurteilen zu können, ist in obenstehender 
Abbildung der exakte und der angenäherte Verlauf der Integranden f(x) für 
y = 1 dargestellt, woraus man schon erkennt, daß der durch die obige Er- 
setzung in die Rechnung gebrachte Fehler relativ klein ist. 
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Die potentielle Energie in 2. und 4. Ordnung ist dann gegeben durch 


4) 
ls Er = x 8x A?, 


f(x) Vr- ze" (1—@(z)). 


2 
Dabei bedeutet Au, B= 


(22) 4.6. 
Funktion 0-ter Ordnung. 

Für die Gesamtenergie des Kerns, bezogen auf ein non, als Funktion 

des Variationsparameters 4 ist damit zu schreiben 


und K,(2) die modifizierte Hankel- 


Energie E_3 R 2 Nils 4. iat 
ng der A 56 2M f 2.5/2 N+Z 1 
la (Ap— Als), u)” (Au + 0,713 u) ws 
(23) 


(25) 


e 
2 iu 2 
Die Bestimmung des Minimums fiir die Energie erfolgt zweckmäßigerweise 
numerisch, indem die Energie pro Nukleon in Abhängigkeit von Au und den 


tr Parametern N und Z graphisch dargestellt wird. Die entsprechenden Kurven 
in der sind in Abb. 3 fir A = 50, 120 und Mr en eee ee 
echsel- 238 wiedergegeben, jeweils fiir die 
as be- | potentielle Energie in 2. und 2. + 
r durch 4. Ordnung in g. Aus dieser Dar- zT 
33 vom stellung läßt sich sofort sowohl die st 
über- Bindungsenergie pro Nukleon als 4 
diesem auch der stabile Kernradius unter 2h 
Die in Beachtung der Beziehung (19) ent- _7[ 
ätzlich nehmen. Die Kopplungskonstante g 41H 
ron der wurde dabei so festgelegt, daß die “7 
g von Bindungsenergie pro Nukleon für 4} 
rückt.) U%8 7,9 MeV beträgt; der Vergleich 2 
es Bei- des damit erhaltenen Wertes für g 7+ 
durch- mit dem von Gartenhaus ver- st 
1 einer wendeten Wert wird in $5 durch- „4 


4. Ord- geführt. In der folgenden Tab. 1 Abb.3. Gesamtenergie pro Nukleon in Ab- 
sind noch für einige Kerne die ein- hängigkeit von A und dem Parameter A. 
zelnen Energieanteile für das Mini- Kurve 1: Mit potentieller ‚Energie der 
3 ‘ 2. Ordnung in g. Kurve 2: Mit potentieller 
‘eal mum der Gesamtenergie angegeben. Energie 2. + 4. Ordnung in g 

Es bedeutet E, die Fermische 

kinetische Energie für punktförmige Nukleonen, E, die durch den Einfluß der 
hender „hard cores‘‘ der Nukleonen bedingte Fermi-Energie, E, die Schrödinger- 
(x) für sche kinetische Energie, E, die Coulombsche Energie und E, schließlich die 
ge Er- durch das Mesonfeld bedingte potentielle Energie (in 2. + 4. ” Ordnung in q). 
Alle Energien sind bezogen auf ein Nukleon und angegeben in MeV. 


# 4 
= 
i 
2 
“m 
; 


Annalen der Physik. 7. Folge. Band 3. 1959 


0 10.9 | 15,9 4,7 38,0 4,1 
Sni20 152 29.2 8.7 61,7 | 68 
‘ Hf180 17,0 | 36,6 109 | 79 7,9 

Uns 16,2 31,9 11.9 61 (79 


g? 
he 


§ 5. Diskussion 
Die an der Bindungsenergie des U?**-Kerns justierte Kopplungskonstante 


Die Bindungsenergie pro Nukleon ist zusammen mit den experimentellen 
Daten in Abb. 4 dargestellt, und Abb. 5 endlich zeigt den aus der Theorie 
folgenden stabilen Kernradius in Abhängigkeit vom Atomgewicht A ebenfalls 
zusammen mit den experimentell ermittelten Radien. 


hat einen Wert von — = 3,85; das entspricht im Gartenhaus- Potential 


(A. u = 0,169) für R = 0 einer potentiellen Energie von etwa — 142 MeV. (Ein 
direkter Vergleich der in dieser Arbeit verwendeten Kopplungskonstanten 
mit dem von Chew und Gartenhaus ermittelten Wert ist möglich, wenn 


‘ für R= 0 des Gartenhaus- Potentials bekannt ist [gemittelt 
anzieh. 


über t und o]. Für den abgeschätzten Wert von 2 
anzieh, 


Kopplungskonstante in der pseudoskalaren ,,Cut-off‘‘-Theorie ae 0,092.) 


E Fa the 

9r 4 
0+- 

sor 2 | 
1 


Experimentelle Werte 


0 


Abb. 4. Bindungsenergie pro Nukleon in Abhän- 
_ gigkeit vom Atomgewicht A. Kurve 1 und 2: Die 
in dieser Arbeit berechneten Werte in % 
2. + 4. Ordnung ing. Kurve 3: Theoretische Werte 
von Mittelstaedt?) berechnet (s. § 5). Kurve 4: 


= 4 entspricht obige 


he 
Nach einer einfachen Ab- 
schätzung der R-Abhängigkeit 
des Potentials (unter Beach- 
tung der leicht berechenbaren 
Potentialintegrale für R=0 
und A=0) ergibt sich hieraus 
für Ru= 0,75 ein Wert von 
etwa 15,0 MeV, der mit der 
maximalen Anziehung des ge- 
raden Triplett-Zustandes der 
„Cut-off“-Theorie ungefähr 
übereinstimmt. Für R u = 0,40 
ergibt sich 40,2 MeV (maxi- 
male potentielle Energie für , 
R = R,): Für die geraden Zu- 
stände beträgt die maximale 


a potentielle Energie des Gartenhaus- Potentials (siehe Gl. (6)) gemittelt über 


die vier möglichen Spinzustände (Triplett : Singulett = 3: 1) etwa 28,0 MeV. 
Man ist also geneigt anzunehmen, daß der in dieser Arbeit verwendete Wert 
für die Kopplungskonstante eine mit den Experimenten ungefähr überein- 
: stimmende Meson-Feldstärke im Kern liefert. 


Hierzu sei erwähnt, daß die 


Kopplungskonstante am U2#®.Kern normiert wurde, wegen der prinzipiellen 
Gültigkeit des Modells für schwere Kerne, obwohl natürlich auch die Vernach- 
_ lässigung der Teilchenstruktur (klassisches Feld) für etwa 50 Teilchen noch 
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einen relativ kleinen Fehler bedingen dürfte. Die Festlegung der Kopplungs- 
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konstante an der Bindungsenergie für kleine A fordert eine Erhöhung von J— 


um etwa 12%. Die Bindungsenergie für U?** beträgt dann etwa 16 MeV (bei 
einer Verkleinerung des stabilen Kernradius für U#® von R,u = 6,1 auf 
= 5,6). 

Aus den Abb. 4 und 5, welche die Bindungsenergie bzw. den Kernradius in 
Abhängigkeit vom Atomgewicht zeigen, erkennt man zumindest für die 
schwereren Kerne eine befriedigende Übereinstimmung der theoretischen Vor- 
hersagen mit den experimentellen Daten. Dabei sei noch daran erinnert, daß 


2 
nur ein freier Parameter (5) zur Anpassung verwendet wurde, und auch 


dieser, wie eben gezeigt wurde, einen vernünftigen Wert gibt. Die Größe 
des Kernradius ist natür- 
lich weitgehend von der 70} 
Definition des Radius einer got 
Dichteverteilung, in dem hier 
gegebenen Fall also von n, 
abhängig. Das gilt aber nicht “Pf 
von dem Verhältnis zweier 39} dng othis 
Radien, also von der Form wauteld yous 
der Kurve, so daß auch der 
theoretisch berechnete Kern- 

Güte des Modells heran- 9 2 60 50 70 20 0 
gezogen werden kann (zumal Abb.5. R,u in Abhängigkeit vom Atomgewicht 
in der hier gegebenen Form (R. Kernradius). Kurve 1: Theoretische Werte. 
Kurve 2: Experimentelle Werte 

die Extrapolation auf A = 1 

bei Verwendung der aus der ,,Cut-off‘‘-Theorie bekannten Halbwertsbreite 
für ein gaußförmiges Nukleon den ,,hard core“-Radius liefern soll). 


16 


Damit folgt, sieht man vorläufig von dem genauen Verlauf der Bindungs- 
energiekurve ab, daß mit dem hier dargestellten einfachen Modell zur Beschrei- 
bung der Kernmaterie eine befriedigende Erklärung des Absättigungscharak- 
ters gegeben werden kann. Die Einführung von Mehrkörperkräften mit 
einem wesentlichen Einfluß auf die Kernbindungsenergie scheint nicht 
erforderlich zu sein. Der Kern wird allein stabilisiert durch das Zusammen- 
wirken von mesischer Anziehungsenergie und rückstoßender kinetischer 
Energie (abgesehen von Coulomb-Effekten). Dabei ist wesentlich, daß das 
den Nukleonen zur Verfügung stehende Volumen wegen der „hard cores‘ 
eingeschränkt wird und somit eine Zunahme der kinetischen Energie um E, 
gegenüber der Energie bei Annahme punktförmiger Teilchen (E,) bedingt. 


Betrachtet man den Verlauf der theoretischen Bindungsenergie in Abhän- 
gigkeit von A im einzelnen, so ist ein relativ starker Anstieg mit wachsendem A 
auffällig (mit einer Bindungsenergie für U28 von 7,9 bzw. 16 MeV, je nach der 
Anpassung der Kopplungskonstanten für große bzw. kleine A). Auch die 
Berücksichtigung des Kernpotentials in der vierten Ordnung in g liefert nur 
eine geringfügige Verbesserung des Kurvenverlaufs. Dieser Anstieg dürfte 
zum Teil durch den statistischen Charakter des Modells bedingt sein, zusammen 
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mit der Vernachlässigung des Einflusses von Austauschkräften und eines # en! 

Symmetriegliedes (7°) J ger 
7 Eine genauere Diskussion wird ermöglicht (unterstellt man die Brauch. 


barkeit des hier angegebenen Modells zumindest für schwerere Kerne, A = 50) 

durch den Vergleich der in dieser Arbeit berechneten Bindungsenergiewerte | die 

mit den entsprechenden Werten, die Mittelstaedt?) unter der Annahme | N 

5 einer nichtlinearen Meson-Gleichung (im gewissen Sinne also durch die Berück- 

: sichtigung von Mehrkörperkräften) mit Hilfe des statistischen Modells berech- Ur 
nete. In der zitierten Arbeit sind ebenfalls Austauschkräfte und Symmetrie- Ar 

glied vernachlässigt, so daß sich eine leichte Vergleichsmöglichkeit bietet. 

; (Es sei noch erwähnt, daß die Hinzunahme der in der vorliegenden Arbeit 

nicht berücksichtigten Oberflächenenergie, welche in der Rechnung in 3) die 
enthalten ist, noch zu einer Verschärfung der Folgerungen führt.) Die Abwei- $ du 
chung der von Mittelstaedt berechneten Bindungsenergie von den experi- § ka 
 mentellen Daten dürften im wesentlichen durch den statistischen Charakter 9 zu 
des Modells ebenso wie durch das Fehlen von Austauschenergien und eines ? wo 
Symmetriegliedes bedingt sein. Man wird somit vermuten, daß die Differenz | Ve 
zwischen den Kurven, welche einmal mit [?)] und zum anderen ohne Mehr- 
körperkräfte berechnet wurden, eben durch diese verursacht wird. Die Wir- 
7 kung eines kleinen Anteils von (abstoßenden) Mehrkörperkräften ist, da ihr 
Einfluß mit wachsendem A zunimmt, daß die Energiewerte für kleinere A 
angehoben werden (& denke man sich wiederum an der Bindungsenergie von 


- U88 festgelegt), so daß damit dann auch eine gute Beschreibung der Form 


der Bindungsenergiekurve erreicht werden kann. Das gleiche gilt auch für die Ü se 
Darstellung des Radius in Abhängigkeit von A. Das würde also bedeuten, daß Ü se 
Mehrkörperkräften möglicherweise die Rolle einer Korrektur bei der Stabili- ° su 
sierung der Kernmaterie zukommt. in 

Eine quantitative Prüfung der zuletzt ausgesprochenen Folgerungen im’ K 
%ahmen des angegebenen Modells erfordert eine Erweiterung der hier dar- " w« 
gestellten Rechnungen. Als Ursachen, die möglicherweise zu einer Ver! Aj 
fälschung der Resultate führten und die daher in einer genaueren Theorie) B, 
entsprechend zu berücksichtigen sind, kommen dabei (abgesehen vom statisti- ! K. 
schen Charakter des Modells) folgende in Betracht: im 


1. Wie eingangs der Arbeit erwähnt, gilt es als experimentell gesichert, © 

daß etwa 50% der Kernkräfte Austauschkräfte sind. Eine Berücksichtigung ! w 

dieser Tatsache ist in der hier gegebenen Beschreibung der Kernmaterie, sä 

direkt nicht möglich, sondern fordert eine gesonderte Diskussion ihres Ein- ? dı 

flusses. be 

a 2. Die Verwendung einer Gau8- Funktion fiir die Dichteverteilung ist fir di 

die schweren Kerne gewiß keine gute Näherung, so daß eine bessere Beschrei-| °° 

bung zu erwarten ist, bei Verwendung eines ally«meineren Dichteansatzes mit | 5" 

entsprechend mehr Variationsparametern. gh 

u we 3. Ebenso erfordert die Beschreibung der schweren Kerne die getrennte 2 


Behandlung von Protonen- und Neutronen-Dichte, wie dies in $3 allge- 
mein dargestellt wurde. Hierdurch ist auch die Einbeziehung einer Symmetrie- 


energie zu erwarten, welche, wie man aus der Bethe- Weizsäcker -Formel 
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entnehmen kann, die Bindungsenergie pro Nukleon für die leichten Kerne 


gegenüber U238 um etwa 1 MeV anheben würde. 


4. Endlich ist noch die Unsicherheit in der Fermischen kinetischen Energie 
zu nennen, die bedingt ist durch die Verwendung einer Interpolationsformel für 
diese Energie zusammen mit einem nur näherungsweise gültigen mittleren 
Nukleonenabstand. 


Es ist zu erwarten, daß zumindest die in den Punkten 1—3 erwähnten 
Ursachen zu keiner wesentlichen Änderung der Schlußfolgerungen dieser 
Arbeit führen werden. 


Zusammenfassend kann als Ergebnis der Arbeit festgehalten werden, daß 
die Kernmaterie neben einem etwa 50proz. Anteil von Austauschkräften allein 
durch den Einfluß der ,,hard cores‘‘ bei normalen Dichten stabilisiert werden 
kann. Abstoßende Mehrkörperkräfte scheinen keinen wesentlichen Einfluß 
zu haben. Sie spielen möglicherweise nur als Korrekturgröße eine Rolle, 
womit dann neben der Größe der Bindungsenergie auch deren quantitativer 
Verlauf in Abhängigkeit vom Atomgewicht verständlich wird. 


Nach Fertigstellung der obigen Arbeit wurde dem Verfasser eine Arbeit 
von Gomes, Walecka und Weißkopf!®) bekannt, in welcher die genannten 
Autoren in einer an die Briickner- 
sche Theorie der Kernkräfte an- 
schließenden Betrachtung die Eigen- 
schaften der Kernmaterie unter- 
suchen. Im Zusammenhang mit dem 10 
in der obigen Arbeit dargestellten ++ 
Kernmodell erscheint besonders 
wesentlich, daß auch in der von den 
Autoren durchgeführten detaillierten 80 
Beschreibung die Stabilisierung der 70 
Kernmaterie bei normalen Dichten wi 
im wesentlichen durch die kinetische 
Energie der Nukleonen erreicht wird, 

40 
30 
20 


140 


und zwar vor allem durch die zu- 
sätzliche kinetische Energie, welche 
durch den Einfluß der ‚hard cores“ 
bedingt ist. Es ist nicht uninteressant, 


diese von den genannten Autoren be- "or 
rechnete zusätzliche kinetische Ener- 0 ER 
gie E, mit der Energie zu ver- 06 08 49 2 14 16 18 20 22 


leich ie lonsche 
& en, welche die Londonsche Abb. 6. Die mittlere kinetische Energie 


Interpolationsformel für R, fi 0,4: eines Nukleons im Kern in Abhingigkeit 
10-3 em liefert. Es ist dies in der von ky-10-" cm. (Näheres siehe Text) 


*) L.C. Gomes, J.D. Walecka, V. F. We 


| 

3 

| 3 
| 

trennte 
allge- 

metrie- | 
Formel ii Ann. of Physic 8, 241 (1958). = 


umstehenden Abbildung getan, wobei 


0=- und =k, =( 


gesetzt 

Man erkennt aus der Abbildung, bei Beriicksichtigung der verwendeten 
Näherung (besonders bezüglich des Zusammenhangs zwischen A und R), eine 
recht befriedigende Übereinstimmung und damit auch im gewissen Sinne eine 
Rechtfertigung für das in der obigen Arbeit verwendete einfache Kernmodell. 


Herrn Prof. Dr. G. Heber, Jena, danke ich herzlich für einen wertvollen 
Hinweis. 


Anmerkung bei der Korrektur: Es sei darauf hingewiesen. daß sich der 
Hamilton-Operator nach Gl. (11) wegen der Annahme neutraler, skalarer Mesonen exakt 
diagonalisieren läßt (wobei das Ergebnis mit dem der 2. störungstheoretischen Näherung 
übereinstimmt). Hier wurde die störungstheoretische Entwicklung von H verwendet, 
um einerseits die Möglichkeit zu haben, die Kopplungskonstante mit der der pseudo- 
skalaren Cut-off-Theorie vergleichen zu können und um andererseits eine Formulierung 
zu geben, wie sie auch bei der Verallgemeinerung der Theorie bei Annahme eines 
symmetrischen Mesonfeldes zu verwenden ist. 


Zeuthen, Kernphysikalisches Institut der Deutschen Akademie der 
Wissenschaften zu Berlin. 


Bei der Redaktion eingegangen am 24. September 1958. = 

> 


Ade 


— 


au 


fiir 


ein 


7 
Annalen der Physik. 7. Folge. Band 3. 1959 1 
3 1 4 
220) 
Le 
die 
Un 
: Tei 
Gle 
m 
= 
| 
(I 
ans 
gen 
Ele 


ndeten 
?), eine 
ne eine 
modell. 


tvollen 


sich der 
an exakt 
äherung 
rwendet, 
pseudo- 
ulierung 
ne eines 


nie der 


ER 


Von K. Rawerund K.Suchy 


F # Inhaltsübersicht 


Diskussion der Dreifachbrechung im inhomogenen Plasma im Hinblick 
auf Alternation, Reflexion, Polarisation und Verhalten am Rand. 


1. Kurze Herleitung der Dispersionsgleichung 


In einer früheren Arbeit!) hatten wir ein lineares Gleichungssystem für 
die Komponenten der Stromdichte in einem Lorentz-Plasma aufgestellt. 
Unter Lorentz-Plasma verstanden wir ein Plasma, in dem die schweren 
Teilchen (Atome, Ionen) gegenüber der Elektronen als ruhend angenommen 
wurden. Unter dieser Voraussetzung konnten wir mit der Boltzmann- 
Gleichung für die Elektronen, dem Lorentz-Ansatz 


für die Verteilungsfunktion und der Stromdichte-Definition 

einen Ausdruck für den reziproken Leitfähigkeits-Tensor o erhalten: 
o 


(| ist der Einheitstensor). Wir hatten hierfür die Frequenz- und Eikonal- 
ansätze 


r 
gXxexp—-iwetxE ex i? (dr-N 
p pP Co 


Blektronenstoßzahl“ y und die Temperatur 7 driickten wir aus durch 


- A = 80,62 - 106 (@/22 Hz)? | 
y= % __ _ 9.990.108 (1.1) 
| y wp =) 
Fic 
w 
weh 
= 2,812. 10- 7/°K. 


1) K. Rawer und K. Suchy, Ann. Physik 2, 313 (1958). 


Longitudinal- und Transversal-Wellen im Lorentz-Plasma a 
% 
Hal 
| 
4 
a gemacht. Die Elektronendicht ein konstantes Magnetfeld B, die ,,effektive 
F 
E d = ar) 


156 Annalen der Physik. 7. Folge. Band 3. 1959 


K. 
Zur Lösung der elektromagnetischen Wellengleichung führten wir dief Di. 
komplexe Verschiebung D—D + u Jc exp—iot ein, legten die Orts. da 
abhängigkeit aller Größen in die x-Richtung und definierten durch eine ,,Teil. 
____ isotropie‘“ der im allgemeinen verschieden gerichteten D- und E-Vektoren die 
in der y z-Ebene ausgezeichnete Richtungen, die die ‚Hauptpolarisationen“ 
DP und EP charakterisieren: 
AP 
Dye = By. (1.2) 
Mit W = Nn? +4 2° = ' erhielten wir aus den Wellengleichungen, in die wir) mi 
io dx 
unseren Leitfähigkeitstensor einsetzten, ein lineares Gleichungssystem für 
JP, das sich mit den bequemen Abkürzungen 
- = Y T 
schreibt: 
—(X —1+7W) iY, -iY, 0 
+3 ıY, = [0] (14 ein 
Machen wir noch für EP den Eikonalansatz EP x exp i— f dr.n, so ent} 
0 
+ steht aus den Wellengleichungen die Riccati-Gleichung 
n* +- w= 0, (1.5) lise 
Die Wellenausbreitungs-Vektoren n und N unterscheiden sich im wesentlichen 
2 nur durch die Ortsvariabilität von öf,,/öc. Nehmen wir diese als sehr klein auf 
Be dem Wege einer Wellenlänge an, so können wir n »= N setzen. Das gibt uns 
ly w & W, so daß wir in der Matrix unseres Gleichungssystems (1.4) nur nochw den 
als Unbekannte haben, wenn die Plasma- und Frequenzgrößen X, Y, 7 (L1)) dan 
(1.3) gegeben sind. geb 
Das Verschwinden der Matrix-Determinante gibt uns eine Bestimmung} die 
gleichung für w, wodurch w mit der Frequenz w (und den Plasma-Größen 
wz x N,@,%& B,y,r& T(1.1)) verknüpft wird. Dies ist unsere Dispersions- 
Gleichung, denn aus w bekommen wir durch die Riccati- ae, (1.5) 2. C 
den Brechungsindex n. (Bei rein strahlenoptischer Rechnung wird © os = 
9 
TE = gegen w unterdrückt und wir haben n? — w). 
Eu der drei Lösungen w? der Dispersionsgleichung gibt uns, in die Matrix) |. 
des Gleichungssystems (1.4) eingesetzt, die Bestimmungsmatrix für eine der Die 
drei Hauptpolarisationen J?. 
2. Funktionentheoretische Auffassung der Dispersionsgleichung : 
Die Dispersionsgleichung schreiben wir ‘ 
x (192 
5 


— det |) = (X—1+ Zw) “3 4- 1) + 1)= 0. (2.1) 


vir die 
> Orts. 
> „Teil- 


»ktoren 
;ionen“ 


(1.2) 
die wir 


em für 


(13) 


ymungs- 
-Größen 
yersions- 
ng (1.5) 
dn_ 
ode” 


e Matrix} 


eine der 
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Die Ausbreitungsrichtung der Wellen hatten wir in die x-Richtung gelegt, so 
daß 
Y,=Y, Y, =) ¥}+ ¥? 
die Komponenten von Y parallel und senkrecht zur Ausbreitungsrichtung sind. 2 5 
Für die allgemeine Diskussion der Dispersionsgleichung ist es zunächst 
bequem, mit v = w — 1 an Stelle von w zu rechnen. Wir erhalten damit die 
kubische Gleichung 


v + a, v2 +-a,v+a,=0 
mit 
dy = t (1— N) 


T 
KX ¥3)4+-7(X 4+ 2)] 
a, = X2(X —1+7]. 
Für konstante Y,Z und r (1.1) wird durch die Dispersionsgleichung (2. 


eine algebraische Funktion v = v (X) dritten Grades iiber der a 
X-Ebene definiert. Zur Verdeutlichung ihres Verlaufs bilden wir aus der 


X-Ebene eine dreiblättrige Riemannsche Fläche und ordnen jedem Blatt 
eine der drei v-Lösungen zu. Jede v-Lösung entspricht einer bestimmten 
Ausbreitungsart (Hauptpolarisation) (1.2), deren physikalische Eigenschaften 
durch die Polarisation charakterisiert wird (Diskussion siehe Abschnitt 9). 

In den Verzweigungspunkten der Riemannschen Fläche kann jeweils eine _ 
Ausbreitungsart in eine andere übergehen. Wir nennen sie daher physika- — 
lisch 


3. Appleton-Hartree-Wellen 


Um die funktionentheoretische Diskussion zu erleichtern, gehen wir von 
dem Grenzfall verschwindender Temperatur t = 0 aus (1.1). Wir bekommen | 
damit die Theorie von Appleton-Hartree®)®) in der von Lassen®) ange- 
gebenen Form. Deren bekannte Resultate dienen uns als Ausgangspunkt für 
die Diskussion des allgemeinen Falles endlicher Temperatur t > 0. 

Alle Größen, in denen ts=0 gesetzt wird, bezeichnen wir mit einem ’ 

Zunächst wird ag = 0 (2.2) und wir bekommen eine Dispersionsgle ichung 
2. Grades mit den bekannten A ppleton-Hartree-Lésungen 


v, = — 1 = ——____ (3.1) 


—y2 / 2 
2(1-—X) 2(1— X) 


Die Verzweigungspunkte ergeben sich aus dem Nullsetzen der Diskriminante 
Ds = as? 4a} az 


*) T.L. Eckersley, Proc. physic. Soc. (B) 68, 49 (1950). 
3) K. Suchy, Ann. Physik 18, 178 (1953). 

E. V. Appleton, Proc. Union Radio Scientifique Internationale, Washington 
5) D. R. Hartree, Proc. Cambridge philos. Soc. 27, 143 (1931). uve pe 
6) H. Lassen, Elektr. Nachr. Techn. 4, 324 (1927). vs: rites 


| | 
4 | | | | 
so ent- 
(1.5) A 
ntlichen 
lein auf 
yibt uns 
noch w 
(LI) 
0. (21 a 
| 
inte 
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D 
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2|Yı| w 2]|cos®| 


Der Verzweigungspunkt X, = 1 + i (Z -- Z,,) liegt auf der reellen X-Achse, 
wenn die Stoßzahl y = wZ (1.1) gleich der „kritischen Stoßzahl“ y,, = 
©; sin? @/2|cos ©| ist, wobei wir © als Ausbreitungswinkel zwischen Magnet- 
feld Bo Y und Ausbreitungsrichtung (x-Achse) eingeführt haben. (Abb. 1), 


ImX ImX 1227 


Rex 
= 05 4 15 Pax 
Xq 
Abb. 1a. Komplexe X-Ebene für Appleton-Hartree-Wellen. Y = ‚= 
PI 
27 2 10 
= © Nullstellen, @ Verzweigungspunkte, Verzweigungsschnitte 
a Mathematisch liegt es zunächst nahe, die zweiblättrige Riemannsche 
g 


je einem Blatt gehören. Dann müßte 
der Verzweigungsschnitt zwischen X, 
und X, über 1-+:ioo laufen. Der zu 
X?— 0 gehörende Verzweigungsschnitt 
wäre zu einem Doppelpunkt entartet. 
Physikalisch ist es jedoch sinnvoller, 
den X, ,-Verzweigungsschnitt über X =1 
zu ziehen. Damit haben wir die w’-Blätter 
bs nach der Polarisation der transversalen 
Abb. 1b. Komplexe X-Ebene für Wellenkomponenten geordnet”). Auf dem 


Fläche für die Appleton-Hartree-Wellen so einzuteilen, daß und w_ zu 


nr 


A w}-Blatt herrscht Links-, auf dem w/-Blatt 
Y=2, +=0, O= Rechtspolarisation, auf dem X, ,-Verzwei- 
o Nullstellen, @ Verzweigungs- gungsschnitt lineare Polarisation. Der zu 

punkte, ==== Verzweigungsschnitte X?—= (0 gehörende Verzweigungsschnitt 


muß jetzt über + i oo laufen. 
Sieht man gegen die Richtung des Magnetfeldes B, dann gibt Abb. 2 
einen Überblick über die w’-Blätter®). 
Uberschreitet man den X, ,-Verzweigungsschnitt, so werden w; und ur 
vertauscht (die Polarisation wechselt mit Übergang durch lineare Polarisation), 


?) w. Pfister, J. Geophys. Res. 58, 29 (1953). 


8) H. Poeverlein, Z. angew. Phys. 1, 517 (1949). SE. ehe 
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Achse, 
Ver = 
agnet- 
bb. 1). 
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Abb. 2 
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sation), 
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doch bleibt das Wurzelvorzeichen (w’, bzw. w_) erhalten. Umgeht manden > 
Verzweigungsschnitt, so bleibt der Polarisationssinn (wi bzw. w;) erhalten, 
doch muß man w_ an w’, und w’, an w_ anschließen (bei Re X = 1). 


Gehen wir vom Appleton- Hartree-Fall verschwindender Temperatur N 
(tr = 0) zu endlichen, aber relativ kleinen Temperaturen 0<1<1 über, ‘ 
so wird der Charakter der Apple- : u ans 
ton-Hartree-Wellen im wesent- Xp 
lichen erhalten bleiben. (Wegen Rex<0 0<Rex<1 1<Rex 
t= 2,81 - 10-10 7/°K (1.1) ist die 
Bedingung t <1 für sehr viele —wW.— 
von dreien der allgemeinen Dis- x 
persionsgleichung (2.1) (für 7 > 0) X 
werden also den Appleton- = -ioo 
Hartree-Wellen im wesentlichen Abb. 2. Riemannsche Fläche für Apple- 
entsprechen (und für r>0 in ton-Hartree-Wellen 7 


diese übergehen). Wir belassen 
daher auch für den allgemeinen dreiblättrigen Fall die Ordnung zweier 
Blätter (w; und w,) wie für t= (0 und ordnen der neu hinzukommenden | 
dritten Lösung ein neues Blatt w, zu. Seine Verknüpfung mit den w- und _ 


den neuen dreiblättrigen Fall. 


4. Verzweigungspunkte (Alternationspunkte) Du 


Für endliche Temperatur (t > 0) finden wir die Lage der Verzweigungs- 
punkte durch Nullsetzen der Diskriminante 


aj D, = af Dy — a, [27 a,a3+ 2a, (2 a3 — 9a,a,)] mit D, =a3—4a,az. 


Außer der Lösung X? = 0 ist der allgemeine Fall schwer zu übersehen (2.2). en; 
Für kleine T können wir jedoch nach (2.2) sofort schreiben 


aj D, = a? Dz + O(7), (4.1) 

d.h. die Nullstellen von D, liegen (bis auf Abweichungen der Ordnung 7) in 

der Nähe der Nullstellen von aj und D3. 2 

Dz = Oergab (außer X? = 0) die Verzweigungspunkte | der Appleton- 

Hartree-Wellen (3.2). Die Verknüpfung der w,- und w,-Blätter verschiebt _ 
sich für 7 > 0 also nur um kleine Werte der Ordnung T. 

a; hat eine (zweifach zählende) Nullstelle, die in der Appleton-Hartree- 


Theorie (t = 0 = ao) einen Pol von w/_ ergibt (2.2): 
1—y?2 4 1 —y?2 1+ 
HiZ 2 ai i} 


(Glieder mit Z? wurden vernachlässigt.) 1 0< Re X, <1, gehört 

der Pol ins w;-Blatt, ansonsten ins wj-Blatt (Abb. 2). Ray yey 
Fir enilliche Temperatur (t > 0) spreizt sich die Polstelle in zwei Ver- 7 ee 

zweigungspunkte (X,, und X „) auf, deren Lage nur w von abweicht. 


| 

| 
=; 
2 
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Solange der Verzweigungsschnitt zwischen den Verzweigungsschnitt 
zwischen p a pa nicht kreuzt, verknüpft er w, mit w_, für 0< Re X, <1] 
also das w,- mit dem w,-Blatt. Für verschwindendes Y, , also longitudinale 
Ausbreitung (längs des Magnetfelds), müssen sich jedoch die Verzweigungs. 
schnitte kreuzen (Abb. 3b). Dann verknüpft X,, das w,- mit dem w,-Blatt, 
X, verknüpft w, mit w,?). 

Wir haben also insgesamt 3 Paare von Verzweigungspunkten: 


x? =0; Verzweigungsschnitt über + 700 verknüpft w, und w,, 
X,. + OT); Verzweigungsschnitt über X = 1 verknüpft w, und w,, 
| == X, + O(t); Verzweigungsschnitt über pa verknüpft w, und w_. 


5. Nullstellen (Reflexionsstellen) 


Außer den Verzweigungspunkten als Alternationspunkten sind noch die 
Nullstellen von w physikalisch wichtig. Verschwindet w (X) in einem Rie- 
mannschen Blatt, so kehrt die dem Blatt zugeordnete Ausbreitungsart 
(Hauptpolarisation) bei diesem X-Wert ihre Ausbreitungsrichtung um. Die 
Nullstellen sind also physikalisch Reflexionsstellen?)*). 

Um sie zu finden, formen wir die Dispersionsgleichung (2.2) für vo = w-1 
in eine Gleichung für w um: 


by w® + b, w? + db, w + b, = 0. 

Lösungen w = 0 sind nur möglich beim Verschwinden von b,. Nun ist nach 
(2.2) 

=, — + — Gy = (X —1+ Y) (X —1)(X—1-— Ff) 


(unabhängig von T), wovon man sich durch Ausrechnen leicht überzeugt. 
Die gesuchten Nullstellen sind demnach 

wobei 


w_(X,)=w,(X,)=0 wy (X) (X)=0 w_(X,) = w,(X,) =0. 


Die Funktion w verschwindet bei jeder Nullstelle jeweils nur in einem der drei 
Riemannschen Blätter, in den andern beiden Blättern bleibt sie endlich. 
Dies bedeutet, daß an der Reflexionsstelle einer Ausbreitungsart die anden 
beiden Ausbreitungsarten nicht reflektiert werden. 

Auf dem w,-Blatt liegt keine Nullstelle. Also kann eine auf dem w,-Blatt 
laufende Welle nur reflektiert werden, wenn sie über den X, „-Verzwei 
gungsschnitt in ein anderes Blatt gelangen kann, um dort reflektiert zı 
werden (Abb. 3b, 4b). 

6. Randwerte 

Von Interesse sind weiterhin die w-Werte am Rand des Plasmas bei X = 6. 
Es gilt dort nach (2.2) ers rt ib 

a, v + a, v? = 

®) R. W. Larenz, Naturwiss. 40, 527 (1953). ‚id 
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Abb. 3b. Komplexe X-Ebene für Y = + „Z= 


X,,o,. vonw (X), @ Verzweigungspunkte X,, ,„,»,. (9) von w (X). 


(Y,, = 0) transversal, 


Verzweigungs- 
schnitte —(Y Yı) 
| 
— 0(Yı = 0) longitudinal 
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Abb. 3a. Funktion X) fiir ¥ ‚Z=-(,1-—, 
0 
Hr 
Xz 
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mit den Lösungen 
ı 
und v=- =. 
Das gibt nach (4.2) een 
()=w,(0)=1 und (6.1) 
T ı1-? 
Schließen wir das Plasma am Rand bei X = 0 an Vakuum an, so ist dort 


=(#): 


also w gleich dem Quadrat des Brechungsindex im Vakuum (1.5), wobei V 
die Phasengeschwindigkeit der Welle im Vakuum ist. 

Da an der Grenze (0) = 1 ist (6.1), ergibt sich = cy, d.h. an 
die Ausbreitungsarten (Hauptpolarisationen) auf den w,- und w,-Blättern 
schließen sich im Vakuum übliche elektromagnetische Transversalwellen 
(unterschiedlicher Polarisation) an. 


X 3 
Für w, (0) = — we 


1 


1— 
We (0) = = 1— 


—¥? 


_64 
= 3 X, (6.1) (1.1) ergibt sich 

mit é =) 2k Tm als wahrscheinlichster (thermischer) Elektronengeschwin- 
digkeit. 

Wir vergleichen V, mit der Schallgeschwindigkeit in einem Elektronengas 
(nach der üblichen aso Definition) 

2 5 kT (N,\'s 

Hiermit haben wir 
Vice hy 


‚ (6.3) 
X 
wobei X, für 


1- 
1— Fr 
(1+:Z) steht (4.2). 

X, wird 1+:Z für 
verschwindendes Magnet- 
feld, gibt also den Ein- 
fluß der Stoßzahl Z sowie 
die Modifikation der Elek- 


tronen-Schallgeschwin- 
digkeit durch ein Magnet- Abb. 5. Einfluß des Magnetfeldes auf die Elektronen- 


schallgeschwindigkeit am Plasmarand 
feld (Abb. 5). Ohne Stöße 


= 0) ist > V,, fir Y <1, dh. Frequenzen @ oberhalb der Gyro- 
frequenz Oy (1. 1). Unterhalb der Gyrofrequenz gibt es zunächst einen Be- 
reich mit imaginärem V,, ane wird V, bei tiefen Frequenzen (Y > sec ©) 
wieder reell und V, < V., 

Die Ausbreitungsart im w,-Blatt entspricht also in der Nahe des Plasma- 
randes einer Schallwelle und kann deswegen am Rand nur durch eine von 
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außen kommende Schallwelle der Geschwindigkeit V,, angeregt werden. 
Die Diskussion der Polarisation (9.4) zeigt zudem, daß auf dem w,-Blatt am 
Plasmarand die zugehörige Hauptpolarisation eine überwiegend longitudi- 
nale E-Komponente hat, wogegen auf den w,- und w,-Blättern am Plasma. 
rand nur E-Komponenten transversal zur Ausbreitungsrichtung bestehen (9.3), 
Hierdurch erklärt sich die Larenzsche Terminologie ,,Elektronen-Schall* 
für Wellen, die in der Nähe des Plasmarandes sich auf dem w,-Blatt ausbreiten. 
Die Elektronenschallwelle wird am Plasmarand gedämpft mit dem Ab- 
sorptionskoeffizienten 


x, (0) = Im n, (0) 


o 
Im w, (0) = Im (6.4) 


Selbst bei verschwindender Stoßzahl (Z = 0) gibt es einen ,,verbotenen 
Y-Bereich“ (Abb. 5), in dem Re X, < 0, d.h. VX, imaginär ist; in diesem 
Fall würde eine Elektronenschallwelle nicht ins Plasma eindringen. (In 
Abb. 4a fällt der transversale Fall (Y_ = 0, Y = 2) in diesen verbotenen Y- 
Bereich.) Verschwindet die Stoßzahl nicht (Z > 0), so wird X, komplex, 
also auch w, (0). 

Außerhalb des ‚verbotenen Y-Bereichs“, d.h. für Re X, > 0, können wir 
nach (4.2) bei kleinem Imaginärteil schreiben 


ey 

Co Vr 2 (1 — Y?)? 

> 43 
Mit Z = y/o und r= (Ll) 

mm bad 9-7 Abb. 6 gibt den Verlauf von |/ 
6 ( ), also den Einfluß des Magnet- 
10 10" felds; er führt näherungsweise 
F auf unendliche Absorption an 
den Rändern des ‚verbotenen 
Bereichs‘. Selbst ohne Magnet- 
z L feld (Y = 0) ist z. B. im Fall 
3 | der Ionosphäre x, (0) sehr groß, 
SE so daß dort die Elektronen- 
> schallwelle am Rand sehr stark 
10° gedämpft ist. Dagegen ver- 


schwindet bei den Appleton- 
Hartree-Wellen die Absorp- 
tion immer am Plasmarand (6.1). 

Innerhalb des ‚verbotenen 


| Bereichs“, wo Re X,<? 
(Abb. 5), wird 
ys— 
1 fi 1 x. (0) & | 6.7 
Abb. 6. Einfluß des Magnetfeldes auf den Ab- 
sorptionskoeffizienten der Elektronenschallwelle 6 
am Plasmarand éy 1—y2° 
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7. Longitudinale Ausbreitung 


Aus der allgemeinen Dispersionsgleichung (2.1) sind weitere Schlüsse nur 
unter großem Rechenaufwand zu ziehen. Wir spezialisieren sie daher durch 
Nullsetzung von Y, bzw. Y, auf Fälle, in denen die Ausbreitungsrichtung 
longitudinal bzw. transversal zum äußeren Magnetfeld verläuft 1P). 

Im longitudinalen Fall (Y, =0, d.h.@ = 0) spaltet sich die Dis- ii 
persionsgleichung in besonders einfacher Weise auf: oe 

- det ()=(F-1 + (7.1) 
Hieraus 
1—X 


1 + ¥ T 
Für die Appleton-Hartree-Wellen Ws. ergibt sich dieselbe Formel, wie sie 
schon fiir verschwindende Temperatur (t = 0) bekannt ist (3.1). 


Dieses „‚singuläre‘“ Ergebnis fiir w+ ist nicht ganz exakt; es beruht auf Näherurgen, 
die wir (bei der Eigenwertberechnung des Leitfähigkeits-Tensors) für die Herleitung 
unserer Dispersionsgleichung verwendet haben!). Sie sind fiir den speziellen Fall nicht 
zulässig, wo Ausbreitungs- und Magnetfeldrichtung genau zusammenfallen. T. Prad- 
han!!) berechnete mit anderen Methoden (ohne Stöße) diesen Fall; sein Ergebnis 
entspricht (nach Korrektur eines Druckfehlers): 


Die Formel (7.2) für w, (Elektronenschallwelle) ist unabhängig vom 
Magnetfeld und wurde erstmals von Larenz?) angegeben. 


Die Verzweigungspunkte X = für die Verknüpfung von w, mit wi 


m?’ 


ergeben sich durch Gleichsetzen unserer Ausdrücke (7.2) für w, und w zu 


X 2 O (7°). 


Man sieht, daß der Verzweigungsschnitt zwischen diesen beiden Punkten durch 
X=1 verläuft und somit den anderen (zu einem Doppelpunkt entarteten) 
X, „Schnitt kreuzt (Abb. 3b, 4b). 

Für verschwindende Stoßzahl (Z = 0) zeigen Abb. 3a, 4a den Verlauf von 


w, und w7,,, wobei wir uns an eine Darstellung von Ratcliffe!2) für die 
Appleton-Hartree-Wellen w', angelehnt haben. 


& 8. Transversale Ausbreitung _ 


Im Fall Y = 0(6 == 3) kann man aus der Dispersionsgleichung 


1) J.H. Piddington, Philos. Mag. 46, 1037 (1955). 
T. Pradhan, Physic. Rev. 107, 1222 (1957). se 


2) J.A. Rate liffe, Wireless Engr. 10, 354 (1933). Wicieitlnenid wah shy 
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nur die (vom Magnetfeld unabhängige) Ausbreitungsart Be 


-abspalten. Die geschweifte Klammer gibt die gemeinsame Gleichung fiir w_ 
und w, mit den Lösungen = 
=[((1—X) (14+ 7) — N] +84 ith 

4 

Die Verzweigungspunkte finden wir durch das Verschwinden der Dis- 

7 kriminante zu 

14% 

_ Für Z = 0 sind diese Punkte in Abb. 3b, 4b gezeichnet. 
R Es liegt nun nahe, die Wurzel in (8.3) nach kleinen 7 zu entwickeln. Man 
‚erhält (in genügender Entfernung von X=1- 7) 
4 


' "und sieht daran die geringe Korrektur an der bekannten Appleton-Hartree- 
Form (3.1), die sich von w_ nur um O(T) unterscheidet. Die Einschränkung 


7 X ay 1 — ¥%, ist jedoch für nicht ganz kleine r ziemlich weitreichend. 


u Interessiert nur der stoßfreie Fall Z=0, so ist es besser, die durch die exakte Formel 
7 (8,3) dargestellten Hyperbeläste zu zeichnen und sich dafür ihre geometrischen Daten zu 
2 verschaffen (Abb. 3a, 4a). Man findet zunächst für die Mittelpunktskoordinaten 


2 sri 
a 


: ae sieht daran, daß der Hyperbel-Mittelpunkt auf dem X.,,,,,-Verzweigungsschnitt (8,4) 
liegt. Durch Koordinatendrehung um den Winkel « mit 


1-r 
Findet man schließlich die Winkel y+ der Asymptoten zu 


1 


e Ergänzt man noch ein paar leicht zu findende Einzelwerte, z. B. 

~ (0) = w,(0) = 1 w, (0) = 2 


2 
(1) = w, (1) 1— + O( 7?) w, (1) =— \ 
T 
so kann man sich ein gutes Bild machen von der w_- und w,-Welle im transversalen Fall 
ohne die Einschränkung X ax 1— Y*, (Abb. 3a, 4a). 
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9. Polarisation 


(8.2) Bei der Diskussion der Polarisation miissen wir zwischen der des Feldes E 
’ und der des Elektronenstroms J unterscheiden. Die Ursachen der Verschieden- 
IT w- | heit sind das konstante Magnetfeld B und die endliche Temperatur, wodurch 
die Bewegung der Elektronen zusätzlich beeinflußt wird. 

Für die Stromdichte haben wir das Gleichungssystem (1.4); wir bekommen X ae 
aus den Unterdeterminanten der letzten Zeile (wenn W ~ w gesetzt wird): 


P 


= 


Im Anhang 2 unserer früheren Arbeit!) hatten wir die Beziehungen 
zwischen den J?- und EP-Komponenten hergeleitet und erhalten damit 


E, +1)- z 
tree- | Die Polarisationsbeziehung der Transversalkomponenten (y,z) ergibt sich 5 
kung | gleichartig für Strom- und Feldkomponenten, doch unterscheiden sich die — 3 


Longitudinalkomponenten E und ER; ; nur in den Reflexionspunkten (w = 0) BL we 

‘ormel | stimmen Strom- und Feldpolarisation vollständig überein. 

ten zu Eine ausführliche Polarisations-Diskussion der Appleton-Hartree- 

Wellen für 7 = 0 findet man bei Lassen). Wir wollen uns hier mit der 

Diskussion am Plasmarand (X = = 0) begnügen. an 
Für die Appleton- ch Wellen wird dort nach (6.1)exakt ws (0) =1 BE = 7 


t (8,4 
und wir müssen daher lim bilden. Wir benutzen für ws die App- 
X>0 
leton-Hartree-Formel (3.1); sie ist bei verschwindender Temperatur (7 = 0) 7 Eur if 
exakt. Die unterscheiden sich nur um 0 (7) von den exaktenw. undstreben 


fiir X 0 demselben Grenzwert w; —=1zu. Also wird 
wi (0)=1 zw. W)<1 lim 
und hiermit {fF eh 
(0) eth] Ez (0) 
— ; HE(0) =—Y¥,Y,-iY, (9.3) 
13) H. Lassen, Ann. Physik 1, 415 (1947). rien N i, 


A 
4 
« 
={ 6 
= 


168 Annalen der Physik. 7. Folge. Band 3. 1959 


u Wir sehen hieraus, daß das E+-Feld am Plasmarand keine Longitudinal. 
Komponente hat, wie es auch der Anschluß an das rein transversale E-Feld 
7 im Vakuum verlangt. Wegen der Wirkung des Magnetfeldes ist jedoch der 
_ Elektronenstrom J* schon am Plasmarand nicht mehr rein transversal. 


a" Fiir die Elektronenschallwelle haben wir nach (6.1) crate 


’w(0)= ;1—T w, (0) = ;w, (0) —1 w, (0) > 1 fiir Y 
und damit res 
Jx(0) -Y,Y,+iY, «(,Y,-iY)- = 


Während sich fiir J (0) die drei Komponenten der titel nicht 
unterscheiden, ist fiir E* (0) wegen des kleinen r die Longitudinalkompo- 
nente gegeniiber den Transversalkomponenten sehr groB. So rechtfertigt sich 
die Larenzsche Bezeichnung ‚‚Elektronenschall-Welle“ ; wollte man sie am 
Plasmarand anregen, so ware ein vorwiegend longitudinales Feld dort erforder- 
lich. 


10. Reflexion und Alternation für variable Frequenz 


Wir haben bisher im wesentlichen X = w?/m? = q? N,/eg (1.1) 
als unabhängige Variable betrachtet, d.h. die Elektronendichte N,. Das 
Magnetfeld B berücksichtigten wir durch Y= w,/® = —q B/mcg) & yo 
u als Parameter, ebenso die Stoßzahl y durch Z = p/w. Die Wellenfrequenz 
f= w/?2r wurde überall als Normierungsgröße verwendet. Wir erhielten 
_ dadurch bei unserer funktionentheoretischen Diskussion der Dispersions- 
_ gleichung ein anschauliches Bild vom Verlauf einer Welle vorgegebener Fre- 
_ quenz in einem inhomogenen Plasma. 
Man kann auch so vorgehen, daß man die Frequenz als unabhängige 
Variable verwendet, wie es in der optischen Dispersionstheorie vielfach getan 
wird. Allerdings kommen wir selbst bei stoßfreier Rechnung (y = 0) nicht 


werden aber die Formeln für w bei Verwendung von @ als unabhängiger 
Variabler komplizierter als mit w?. Wir beschränken uns daher auf die Dis- 
kussion der Nullstellen von w, d.h. der Reflexionspunkte (5.1) und des App- 
leton-Hartree-Pols w_ — co (4.2), der uns die Lage des Verzweigungs- 
schnittes zwischen w, und w_ markiert (Abschnitt 4). 

Um alles im Reellen betrachten zu können, rechnen wir stoßfrei (y = 0). 
Den Verzweigungsschnitt zwischen w, und w_ (bzw. w, und w,) erfassen wir 
durch die Nullstelle von w, = w, bei & = © (X = 1) (5.1), durch die ja 
der Verzweigungsschnitt verlaufen muß (3.2). 


um eine Diskussion der Alternation und damit der Verzweigungsschnitte | 
herum, d.h. wir müssen auch hierbei funktionentheoretisch vorgehen. Nun | 


wi 


Die 
ble 
der 
zul 
Fe 
pu 
die 
erl 
: die 
ge’ 
nu 
sel 
(A 
da 
mi 
we 
di 
wi 
| = 
(3. 
od 
pr 
scl 
br 
dr 
qu 


, Das 
Ey @ 
quenz 
hielten 
rsions- 
ar Fre- 


angige 
| getan 
) nicht 
shnitte 
. Nun 
ingiger 
ie Dis- 
App- 
gungs- 


y = 0). 
en wir 
die ja 


K. Rawer u. K. Suchy: Longitudinal- und Transversal-Wellen im Lorentz-Plasma 165 u 


Um wieder mit dimensionslosen Variablen rechnen zu können, normieren 
wir Plasma- und Wellenfrequenz durch die Gyrofrequenz@,: = = = | 


(10.1) 

Die (nun abhängige) Varia- 


zur doppelten magnetischen 41 


| 
| 
Per 


“pty 


Für die Reflexions- re 


punkte im Plasma (d. h. 
die Nullstellen von w) 
erhalten wir nach (5.1) 3b 
— €, 

& = (10.2) 

é = N. 


In Abb. 7 haben wir 
diese Funktionen dar- 
gestellt. Wir können 
nun für jede Frequenz 
sehen, wieweit jede 
der Hauptpolarisationen 
(Ausbreitungsarten) in 
das (inhomogene) Plas- 
ma eindringt und bei 
welcher Elektronen- 
dichte sie reflektiert 
wird. Ist bei &, die 
Stoßzahl ungefähr 
gleich der kritischen 
Ver = Sin? 9/2 |cos O| 
(3.2), so kann dort (mehr 


prägte) Alternation zwi- 


schen w,- und w,-Aus- Abb. 7. Reflexionsstellen &,,.0,. und Alternationsstellen 
breitungsart stattfinden £,(@) für variables Frequenzquadrat 


(Abb. la, 1b). 

Halten wir eine bestimmte Elektronendichte & fest, so haben wir dort für 
drei verschiedene Wellenfrequenzen n Reflexion. Zwischen diesen drei Fre- 
quenzen 7,, %) und n, bestehen die bekannten Relationen 


nz — = Nx Ne Nz, =1 (10.3) 
ohne Normierung 
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Kennt man zwei der vier Größen f,, fo; f,, f,;, so kann man die anderen beiden 
mit Hilfe dieser Relationen bestimmen. 


(10.5) 


om . (© ist der Winkel zwischen Magnetfeld und Ausbreitungsrichtung.) 


Nehmen wir 7? anstatt n = f/fz als unabhängige Variable, so bekommen wir eine 
Hyperbel; je ein Ast geht immer durch (£, n?) = (0,0) bzw. (0,1), unabhängig vom Aus- 
breitungswinkel © (Abb. 7). Die Asymptote verläuft parallel zur £-Achse durch n? = cos? 6, 


die andere parallel zu &£ = n? durch (&, 7?) = (— sin? ©, 0) und (0, sin? ©): 


+ 


j Ihr Schnittpunkt liegt auf der Verbindungsgeraden zwischen (£&,n?) = (1,1) und 
(— 1,0). 
In den Grenzfällen genau longitudinaler bzw. transversaler Ausbreitung (9 = 0 bzw. 
0 7/2) fallen die Hyperbeln mit den Asymptoten zusammen. Wir miissen die Asym 
ptoten 7? = 1 bzw. 7? = 0 als Lösungen ausschließen, denn die Ausgangsformel (10.5 6) 


gibt uns &, (0) =? fiir longitudinale Ausbreitung, 


Sve 


(3) = n°— 1 für transversale Ausbreitung. 


Tragen wir &, zusammen mit den Reflexionspunkten £,, &,, &, in einer 
Darstellung auf, so können wir gleichzeitig Reflexions- und Alternations- 
möglichkeiten der drei Ausbreitungsarten für jede Wellenfrequenz n stu- 
dieren (Abb. 7). 

Außer dem bisher betrachteten Fall des Eindringens einer Welle in das 
Plasma vom Rand é = 0 her und den dabei auftretenden Reflexions- und Al- 
ternationsmöglichkeiten ist für manche Zwecke auch der umgekehrte Verlauf 
interessant. Entsteht z. B. durch irgendeine Störung im Innern des Plasmas 
eine Schwingung und sind dort die Bedingungen für die Ausbreitung einer 
Welle mit zunächst vorwiegend longitudinalem Charakter gegeben, so wird 
sich eine solche Welle von dort auszubreiten versuchen. Im weiteren Aus- 
breitungsverlauf zum Plasmarand hin wird sich ihre Polarisation laufend ver- 
ändern. Für niedere Frequenzen (n < 1) besteht die Möglichkeit der Umsetzung 
in eine transversale w,-Welle durch Alternation bei £,, die als solche bis zum 
Plasmarand laufen kann, wenn sie nicht bei &, die kritische Stoßzahl (3.2) 
erreicht und dann von dort als w,-Welle zum Plasmarand läuft (Abb. 7, links). 
Dagegen würde für 7 > 1 zwar die Alternation in eine transversale w,-Welle 
möglich sein, jedoch würde bei weiter abnehmendem & diese Welle bei £, 
wieder ins Plasmainnere reflektiert werden (Abb. 7, rechts). 


Breisach/Rhein, Ionosphären-Institut im Fernmeldetechnischen Zentral- 
amt der Deutschen Bundespost. 
Marburg/Lahn, Physikalisches Institut der Universität. 


ss Bei der Redaktion eingegangen am 30. September 1958. - 
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Die für die Theorie der Beugung an der Kugel entwickelte Watson- 
Transformation wird auf die Beugung am Paraboloid übertragen. Die Dämp- 
fung der Kriechwellen wird als Funktion der Krümmung des Kriechwegs und 
ihrer ersten und zweiten Ableitung dargestellt. 


Einleitung 


Die Beugung skalarer Wellen am Zylinder und an der Kugel kann nach 
zwei verschiedenen Methoden behandelt werden. Die eine beruht auf einer 
Integralgleichung von Maue und beschreibt die ,,Kriechwelle“ auf der Ober- 
fläche des beugenden Objekts. Mit den Kriechwellen identisch sind die 
„Besiduenwellen‘“‘, die sich ergeben, wenn man — nach der anderen Methode — 
die Reihenentwicklung der Greenschen Funktion nach Bessel- Funktionen 
in ein Integral und dieses wieder in eine Residuenreihe über die Nullstellen 
der Hankel-Funktion verwandelt. Bei der ersten Methode treten Dämp- 
fungskonstanten auf, die für die einzelnen Kriechwellen charakteristisch sind. 
Sie lassen sich aus den Nullstellen der Hankel-Funktion berechnen. 

Es ist nun zu vermuten, daß bei der Beugung an konvexen Körpern, auf 
denen die Kriechwege Kurven mit veränderlicher Krümmung sind, an die 
Stelle der Dämpfungskonstanten Funktionen treten, die von der Krümmung 
des Kriechweges und ihren Ableitungen nach der Bogenlänge abhängen. Als 
Beispiel für einen solehen Körper wird in der vorliegenden Arbeit ein Rota- 
tionsparaboloid betrachtet. Die Lichtquelle befinde sich vor dem Scheitel 
des Paraboloids auf der Verlängerung der Achse. Dann ist die geometrische 
Schattengrenze ein Kreis, dessen Ebene senkrecht zur Achse liegt, und der 
Kriechweg ein Parabelbogen. Der Krümmungsradius im Scheitel sei von der 
Größenordnung einiger Wellenlängen, was der üblichen Voraussetzung über 
das Verhältnis von Wellenlänge und Radius beim Zylinder und bei der Kugel 
entspricht. Die Lichtquelle befinde sich in endlichem Abstand, aber doch so 
dicht vor dem Scheitel, daß der Krümmungsradius des Kriechweges in der 
Nähe der Schattengrenze immer noch mit der Wellenlänge vergleichbar ist. 
Er ändert sich also noch merklich mit wachsender Bogenlänge, so daß eine 
echte Verallgemeinerung des bisher allein betrachteten Falles konstanter 


Krümmung vorliegt. — Die Rechnung wird nur für die Randbedingung = =0 
im einzelnen durchgeführt. Für @ = 0 ist sie ganz analog. 


| | 
= : 
di 
- 
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7 Buchholz hat fiir die Greensche Funktion die Fourier- Entwicklung 
nach Paraboloidfunktionen angegeben. Sie reduziert sich auf ein einziges 
Glied im Falle einer Kugelwelle, wenn die Lichtquelle auf de. Achse des 
Paraboloids liegt, im Falle einer ebenen Welle, wenn die Wellennormale auf 
der Achse senkrecht steht. Dieses Glied ist ein Integral, das in eine Residuen- 
reihe verwandelt werden kann, wobei die Nullstellen der Paraboloidfunktionen 
oder die ihrer Ableitungen nach dem Index die Residuen liefern. So kann man 
mit Hilfe asymptotischer Entwicklungen für die Paraboloidfunktionen die 
Dämpfung der Residuenwellen berechnen. Es wird gezeigt, daß sich der nach 
dieser Methode gefundene Ausdruck für die Dämpfung der Residuenwellen als 
ein Integral über Funktionen von Länge und Krümmung des Kriechweges 
schreiben läßt. Er wird dadurch völlig unabhängig von dem Koordinaten- 
system und dem speziellen Paraboloid. 
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§ 1. Die Koordinaten des Rotationsparaboloids 


Als Bezugssystem wählen wir die beiden Scharen orthogonaler und kon- 
fokaler Rotationsparaboloide, die in einem rechtwinkligen Koordinatensystem 
x x, y, z durch das Gleichungspaar 


Am 


mit r?—= x°+ y? dargestellt werden. 
$>n Unser Paraboloid sei durch 9 = = 
= const gegeben. Die Lichtquelle be- 
finde sich vor dem Scheitel des Para- § in 


(4 No) Re |F z  boloids bei &—= 0,79 >. Dadurch | fü 
rotationssymmetrisch zur Achse des be 
be  Paraboloids. Wir können uns daher bei 
N geometrischen Betrachtungen auf die 
Abb. 1. Paraboloidkoordinaten x,z-Ebene beschränken (vgl. Abb.1). | Di 
Die Schattengrenze £, ist durch die ein- | dı 
fache Beziehung £&, = n1, —- 4, gegeben. Für die Krümmung gilt | 


und fiir die Bogenelemente sil 


= 


de, = 2VE ap. 


An dieser Stelle lassen sich die Voraussetzungen für die spätere Rechnung | di 
geometrisch formulieren. Der Krümmungsradius im Scheitel ist 0, = 27. 
Für die asymptotische Bestimmung der Nullstellen der Paraboloidfunktionen 


muß die Bedingung 2k n, > 1 erfüllt sein. Das bedeutet k a) = = Oy >l | 


Es genügt jedoch, wenn 9, von der Größenordnung eines kleinen Vielfachen ! 
der Wellenlänge ist. — Die Bedingung für die asymptotische Entwicklung der 
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Paraboloidfunktionen lautet ar >1, wobei o, die erste Nullstelle ist. 


Mit (da) ergibt das für den Abstand Quellpunkt— Scheitel 
lo — th > 0 (k 


Da q = 1,47 ist!), darf daher der Abstand nicht kleiner als (g9/2) - (k o,)”": 
sein. Nimmt man ihn in dieser Größe an, so ergibt sich für den Krümmungs- 


radius in der Schattengrenze 
3 


o ist also dort noch nicht wesentlich größer als im Scheitel, so daß wir die 
Kriechwelle tatsächlich auf einem Weg verfolgen können, dessen Krümmung 
stark veränderlich ist. 


$ 2. Die Wellengleichung in Paraboloidkoordinaten 
Die Wellengleichung A® + k?@ = 0 lautet in Paraboloidkoordinaten 
[Buchholz?), 8. 51] mit (&,n,9) = u(£,n) - etiPr 
2 2 
Durch den Produktansatz u(é, 7) = f,(&)- f(y) erhalten wir aus ihr die 
beiden 


2 -F.-c = 0 
+ BAG 

in denen C eine beliebige Konstante ist. In die erste dieser Gleichungen 

führen wir die neue unabhängige Veränderliche z, = + 2ik£ ein und in die 


zweite Gleichung statt n die Veränderliche z, = + 2ikn. Dann nehmen 
beide Gleichungen die Form an 


d ‚ .C 

=0, (o= 
Diese Differentialgleichung ist mit der Whittakerschen verwandt. Sie w ird 


F(z) = m® (2) = Mo, pp (2), 
F(z) = (2) = Wo, (2) bers 


gelöst, wobei M, pj. (z) und W,,»7(2) die Whittakerschen Funktionen 


sind. Mit den Funktionen m(z) und w(z) werden wir uns im folgenden 
beschäftigen. 


§ 3. Die Nullstellen von w(" (z) und ihr Zusammenhang mit denen des 
Airy-Integrals und der Hankel-Funktion 
Nach Buchholz [Buchholz?), $. 71} existiert für die Funktion U (o) 
die Integraldarstellung 
u) (+ 2) 1 f Qor-—-Ig» dv 
1) W. Franz, Z. Naturforschg. 9a, 705 (1954). 


*) H. Buchholz, Die konfluente hypergeometrische Funktion mit besonderer 
Berücksichtigung ihrer Anwendungen. Springer, Berlin 1953. 


U,()= (-2=z:e”'). (3) 


q 
> 
a 
i 
> 
zu 
‘ 
_ 
= 1 
oan 
= 
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= % Der Integrationsweg C verläuft in der »-Ebene zwischen den singulären = 
Br Punkten + iZund überquert dabei im allgemeinen zwei Sattelpunkte. Sie rt 
; pr liegen spiegelbildlich zum Nullpunkt im 2. und 4. Quadranten, und die Rich. 
_ tungswinkel der zugehörigen Fallinien unterscheiden sich um = Zur Aus. 
wertung nach der Sattelpunktmethode benutzen wir folgende Näherung für Di 
Wir beschränken uns auf den für die Anwendung wichtigen Fall, daß z = i ¢: y' 
£ reell und > 0. Für £ > oo vereinigen sich die beiden Sattelpunkte zu einem . 
Zweifachsattel im Nullpunkt der v-Ebene. Wir können daher für große £ die | bz' 
Funktion Tg v um » = 0 entwickeln und erhalten 
Nach der Substitution v = £ (=) *r-e * ergibt sich daraus 
) 7 =. Nu 
Mit der Abkiirzung lid 
steht auf der rechten Seite dieser Gleichung das Airy-Integral =. g: 
A(q) = =F J eiar-") dr, 
sodaß wir fol; 
1 /6\"/ at 
erhalten. Die ersten Nullstellen o,, der Funktion U. (co) werden also für genü- 
gend große ¢ näherungsweise durch die Nullstellen q, von A (q) geliefert. Sie 
liegen auf einer Kurve, die beio = “* beginnt und unter dem Winkel zur 
_ imaginären Achse in der zweiten Quadranten der o-Ebene hineinläuft. Die 
4 Auflésung von (4) nach o ergibt die Darstellung ze 
Sni 
74 - 2 
„=%+%(5) er; 
brauchen ferner die Nullstellen der Funktion 
(0) 
Man erhält durch Differentiation nach 2 = = ic 
‘ 


(4) 


r genü- 
art. Sie 


175 


Die Nullstellen von V. + (0) werden also für |z| > 1 in erster Näherung durch 
die Nullstellen q, von A’ (9) geliefert, wobei q,, + q,- Sie liegen auch auf der 
oben angegebenen Kurve im 2. Quadranten der o-Ebene, und zwar gilt jetzt Se = 


In 
(5) 
Die ersten fünf Werte von gq, und g, finden sich bei W. Franz!), 8.714. | 
Mit Hilfe des Airy-Integrals und seiner Differentialgleichung A’’(q) 
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Sri 


V.(o,) = 9. 


+44 M. = 0 lassen sich auch noch Ausdrücke für U’, (co) = 2 U.(o) und 


V‘.(o) = 
do 
bzw. o,, gelten. Es ist für < Im(c) asymptotisch 


A +(0) herleiten, die in der Umgebung der ersten Sitstien On 


Le 


U'.(0) == 


AP 


= AM. 
Da sich auch die Hankel- Funktion H (x) näherungsweise durch A (q) 
ausdrücken läßt, besteht ein asymptotischer FREREHENEENFRE zwischen den 
Nullstellen der Paraboloidfunktionen w,(+i£) und Zu (+ 


Weo(t 


beziig- 
lich o und denen der Hankel- Funktion H® (x) We a. Entsprechendes 
gilt für die Nullstellen von Zu), (+70), wor (+ id), HW (x) und 4’(g). 
§ 4. Ansatz für die Beugung von Kugelwellen mit der Randbedingung nn 


én 
eikR 


Für die Greensche Funktion des leeren Raumes G = cs existiert 


folgende Entwicklung nach Paraboloidfunktionen [Buchholz?), S. 171]: 


7 —Op+t0o 1 1 
n, = 9). J I(+o+ 7.) r(- o+ 
mB (— i’) (— in) - do. 
1 


Nachdem dieser Ausdruck so umgeformt ist, daß er der ER 
eG 
n= 


(&, 7), falls die Quelle im Punkt (& = 0, 179 > ,) liegt, unabhängig von Y 
G(é, = — J 


+2 


( 
m) (—in)- (im) —m 


(— 
(— int) 


= 0 genügt, erhalten wir fiir die gebeugte Welle im Aufpunkt 


-Gp+ioo 
. 


i 7) w\?? m4 


: 


ulären 
>. Sie 
Rich. 
> Aus- | 
ür (3), 
= 
einem 
| | | 
4 
+ 
=, 
|— zur 
ft. Die 
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und fiir die Wronski- Determinante mn 


Für die Funktion m” (z) gilt [Buchholz?), 8. 54] L vow 


1 
(,,(0) (P) — 
2 & 
Da & = 0 ist, vereinfacht sich (7) erheblich und lautet nun iy % 
= 2ni [ do, (o’< 5): (8) 
-0’-ioo 


Die Pole des Integranden werden durch die einfachen Nullstellen der Funktion 
V_(e) = ( —in (- +5) geliefert, die wir mit Hilfe des Airy. 
Integrals bestimmt haben. Wie später gezeigt wird, verschwindet der Inte- 


grand für |o| > oo in der linken o-Halbebene außerhalb der reellen Achse 
exponentiell, wenn & > n,—n,. Wir können — unter dieser Bedingung 


den parallel zur imaginären Achse zwischen 0 und — — + laufenden Integrations- 
weg zu einem Umlauf um die gesamte Polkette 0 n = 0,1,... deformieren 
und erhalten mit Hilfe von (6) und z = — i 7} die Residuenreihe 


(—i &)- (— inh) 


G D>m-n)- 9 
24 $ 5. Ebene Wellen mit der Randbedingung 7, =0 
u Für eine ebene Welle, deren Wellennormale mit der positiven Richtung 


der z-Achse (Achse des Paraboloids) den Winkel ö bildet, gilt nach Buchholz?) 
[S. 169] folgende Entwicklung nach Paraboloidfunktionen: 
1 -Gp+ioo 


Di£, 7.9) = „a. 2 ST ° +2) 


(185) m (_ m® (4 in’) - do, 
Fiir die Randbedingung (F),_, = 0 wird dann die gebeugte Welle auf 
dem Paraboloid durch ore "Ausdruck dargestellt: 43: a 

-0p+ioo 
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Mit Hilfe der Wronski-Determinante ergibt sich daraus 


w!?)” (im) 
Betrachten wir diesen Ausdruck nur fiir den Einfallswinkel 6 = = und in 


der Umgebung des Scheitels £ = 0, so erhalten wir 


-0’+i00 


1 
r(+0+5) 
1 2 1 
-0’-ioo 


Hier werden die Pole durch die einfachen Nullstellen der Funktion 
V.(o) = u Gm) (+ o +5) geliefert. Wie früher können wir den 


Integrationsweg zu einem Umlauf um die Polkette im 2. Quadranten der 
o-Ebene deformieren. Die Residuen liefert (6) mit 2 = i 7}, so daß wir schlieB- 
lich die Reihe erhalten: 

co 


Eine ganz analoge Rechnung ergibt im Falle der Randbedingung G= 0 
bzw. D = 0: 


ke 6\-"/3 — 

2m (7) A’ (Gn 7 no mi). (11) 


$ 6. Das Verhalten der Paraboloidfunktionen für |a|+0co = 


Buchholz?) [S. 101] hat asymptotische Näherungen für die Paraboloid- 
funktionen bei |o| > co angegeben. Wir berücksichtigen nur die Exponential- 
faktoren und schreiben sie für den Fall an, daß o im 2. oder 3. Quadranten 


liegt. Dann lauten sie mit — o = |o| ev, 0< |y|< > : 


le] v 
0 |o| cos y-In jel), ‘lal: sn 
| w (— ino) re (2 
(— Cin) | UB MER ER 
2-4 
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chtung ) 
holz?) 
2 
1+p | 
3 7 
He auf 
. 
6 \2¢ 
2) | 
M1) ag 
N EN 


kommt für die /-Funktion die Abschätzung 


Yı 
Die Kombination dieser vier Ausdriicke nach Vorschrift von (8) zeigt, daB der | 
Betrag des Integranden in der linken Halbebene fiir |o| — co außerhalb der e 
reellen Achse, also außerhalb der Polkette exponentiell verschwindet, wenn | 
die Ungleichungen 
_ y® V no +] < 0, yp 0 
ta sind. Das heißt, es muß allgemein gelten v 
oder, da no > i, die jedenfalls hinreichende Bedingung: 
D 
R a Wenn also der Aufpunkt im geometrischen Schatten liegt, ist die oben beschrie- 
. bene Deformation des Integrationsweges zulässig. 
c — Im Integranden von (10) treten der dritte und vierte der oben angeschrie- 
4 -_ benen Ausdrücke mit umgekehrten Vorzeichen von o auf. Da diese aber b 
to invariant gegen einen Vorzeichenwechsel von o sind, verschwindet auch jener is 
Integrand außerhalb der Polkette hinreichend stark. ni 


Um die Glieder der Residuenreihen (9) und (11) abschätzen zu können, 
benutzen wir die folgenden, für den Fall y + 0 gültigen asymptotischen 
[Buchholz?), 8. 101]: 


= 


N o|- ie +2)n’\o ‚sin 
1 al Aus ihnen ersieht man, daß die Glieder der Residuenreihen exponentiell : 
q abnehmen, wenn & > 7 gilt. Die Reihen konvergieren also sofort, wenn sich 
der Aufpunkt € hinreichend weit im geometrischen Schatten befindet. M 
= 87. Asymptotische Näherungen für die Paraboloidfunktionen 
en j Für die in (9) und (11) auftretenden Paraboloidfunktionen entwickeln wir 
asymptotische Näherungen. Wir beschränken uns dabei auf den Fall n = 0 
und schreiben alles nur für de an; denn für o, verläuft die Rechnung analog. 
Der Quellpunkt (£,, No > Mh) liege so weit vor dem Scheitel des Paraboloids, 
ol daß die Ungleichung > >1 (vgl. $1) erfüllt ist. Dann können wir die 
0 
von Buchholz?) [S. 103] angegebene Näherung für w' a4 (— in) benutzen: 
A 


Darin ist y, der Sattelpunkt im 1. Quadranten der v-Ebene, über den der 
Integrationsweg bei Auswertung des ON (vgl. (3)) führt. 


es 
4 nd y 
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y, wird durch die Gleichung 
1 ‘ 
= Gof? y, = (1 + Gof 2%) 
bestimmt. Unter Beachtung von 40, ~ in können wir hiermit die in (12) 
auftretenden Funktionen von y, durch Funktionen von yp und n, ausdrücken. 
a Es ergibt sich 
enn 


Gin2y,=+Y) Coj 2 yı — 1= 1x — nom) 


N 
Yı = Ar 
Für die Funktion w, i&’) benutzen wir die Näherung [Buchholz?), 


8. 107]. 


ni 


o,:In 69(Gin2 y,+27%) 


= 
un, (— le e (Eg ya) 
Der Sattelpunkt y, wird die 


e 


schrie- 
ron =F (1+ Cof2 
schrie- 
gi bestimmt. Da der nd + ge näherungsweise eine reelle, negative Zahl 
0 
| jener ist, wenn der Aufpunkt £ im geometrischen Schatten liegt, hat y, einen Imagi- 
, narteil, der nahezu gleich 7 ist. So ergeben sich die Beziehungen 
2 
— QE + 
— €oj 2y, = cos Coj 2y, fet 
2 raters 
n sich 2 y, - ri Ar Coj 


h 
Mit diesen Ausdrücken läßt sich dann das Produkt der Funktionen (12) und 
' (13), das in (9) und (mit o,) in (11) auftritt, folgendermaßen schreiben: tk 


nt 


nalog. 
Jloids, 
ir di $8. Die Dämpfung der Kriechwelle als Funktion der Länge und Krümmung 
des Kriechweges 
ıtzen: Wir vergleichen den Exponenten von (14) mit dem früher mas 
Ansatz3) 4 

n der 
führt. 


8) W. Franz u. K. Deppermann, Ann. 10, 361 (1968). A 


| 
‘a! 
| 
i 
| (13) | 
it . 
‘ir 
J 
~ 
ok 
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Darin ist A(s) eine Dämpfungsfunktion, die nur, wie jetzt gezeigt wird, von 
_ der Krümmung x(s) des Kriechweges abhängt. 


Zerlegen wir o,in die beiden Summanden ~” und o, — 7 und beachten 


4 4 

Yon daß 9 — y, = &, ist, so lautet nach einigen Umformungen der Exponent 

(14): 
| 

— Ar Cof —— — Ar Co 16 
+(% Er (16) 
= = 4 af, 

Der erste Summand ergibt mit = 2k n, 


ik- [me Gop 4 = fe DER, 


denn unter dem Integralzeichen steht gerade das nn (2). 8, ist die 
Bogenlänge vom Scheitel § = 0 bis zum Aufpunkt & auf dem Paraboloid 


Ebenso liefert der zweite Summand ie 


M+ my] = 

8, ist die Bogenlänge vom Scheitel § = 0 bis zur Schattengrenze £,. Die beiden 
ersten Summanden von (16) ergeben also zusammen das Glied ik (s,—s,)=iks 
im Ansatz (15), wobei s die Länge des Kriechweges von der Schattengrenze £, 
bis zum Aufpunkt £ ist. 


=*£(4) (#) 4 (3 
bedeutet, wenn man sich auf das erste Residuum een 


=2, 33245 die von der Beugung am Kreiszylinder 
= 0) bekannte Dämpfungskonstante®). 


Für die dritten Summanden in (16) kann man dann folgenden Ausdruck 


schreiben: 


Li) 

wi 


~ 


di 
sa 
(u 
ul 
w 
u 
V 
E A 
W 
N a 
| | | 
Der erste Faktor im dritten und vierten Summanden von (16) ist nach (5a) [ a 
te 
Dar 7 
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denn nach (1) und (2) ist din 
2 1 3 Y ls ry: tk 
chten Der vierte Summand in (16) läßt nich durch das Integral FR 
onent 


24 M 


8 
4 darstellen. Darin ergibt der zweite Faktor unter dem pe zu- 
Ya 2 2&4 1 
sammen mit (2) wieder x‘/s(s)- ds. — Der erste Faktor — kann 


1 
(und zwar auf nur eine Weise sinnvoll) ebenfalls als Funktion der Kriimmung 
und ihrer ersten und zweiten Ableitung nach der Bogenlänge geschrieben 
werden; denn es ist 


a7 1 1\ 


£ a 
ler 
08? \ x? (8) N 


Wir haben demnach insgesamt fiir den fraglichen Faktor 


1 1 \\2 
m 6 (s) 9 \ös 2 


ist die 
boloid Alle bisher betrachteten Summanden von (16) liefern dann zusammen den 
Ausdruck (vgl. (15)) 
iks—(— A (s) (s)ds, 
wobei die Dämpfungsfunktion A(s) die Gestalt 
nze &, annimmt. Sie hängt für die gesamte Schar der konfokalen Paraboloide nur 
. von der Kriimmung des Kriechweges ab und reduziert sich, wie zu fordern ist, 
h (5a) auf die Konstante «, wenn x(s) = const ist. Die bisher betrachteten Bestand- 
vi teile des Exponenten von (14) werden also genau durch den früheren Ansatz 
wiedergegeben. 
Schließlich erhalten wir wegen 40, ~ in; für den fünften Summanden 


ränkt, in (16) (vgl. Abb. 1) 
(E+ =ikR, 


linder 
wo R der Abstand Quellpunkt—Schattengrenze ist. 
Das Produkt der beiden Paraboloidfunktionen in (9) | läßt sich also durch 
druck folgenden Ausdruck darstellen: 


ik R+iks- (; 2)". ds 
e 


Endlich Kun auch für den Faktor 


181 
24 | 
4 
| 
| aw ts 71) 2k)- (E+) h.& le 
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in (14) noch eine Deutung möglich: Die Wellenfläche einer Kriechwelle ist 
proportional zu dem auf der Oberfläche 7 = n, senkrecht stehenden Flächen- 
element (vgl. (2)) 
ds, . ds, = 2 (E . Ela . dn . dp 
Die Intensität nimmt daher mit wachsendem & wie (£ ab und 


die Amplitude wie (£ + n,)""+ - &'«. Der fragliche Faktor ibt also die durch 

die Gestalt des beugenden Objekts bedingte Änderung der Amplitude wieder 

und entspricht dem Faktor (sin ©)", der bei der Kriechwelle an der Kugel 
auftritt. 


Für die Anregung zu dieser Arbeit bin ich meinem verehrten Lehrer, 
Prof. Dr. Walter Franz, zu großem Dank verpflichtet. 


Münster i. W., Institut für Theoretische Physik der Universität. 


Bei der Redaktion eingegangen am 1. Oktober 1958. 
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Mit 6 Abbildungen 
Inhaltsiibersicht 
Die Anregung von Metallelektronen durch Primärelektronen mittlerer 
Energie wird mit der Diracschen Störungsrechnung in Einelektronen- 
näherung untersucht. Für Prozesse ohne Quasiimpuls-Austausch mit dem 
Gitter ($ = 0-Prozesse) wird die Anregungsfunktion streng abgeleitet. Die 
für § + 0-Prozesse erhaltenen Ausdrücke gelten nur näherungsweise. 


Eine Theorie der Sekundärelektronenemission besteht i 

der Behandlung zweier aufeinanderfolgender Prozesse?). Das in den Fest- 
körper eindringende Primärelektron (P) tritt mit den Kristallelektronen in 
Wechselwirkung und regt sie in höhere, noch unbesetzte Energieniveaus an 
(Anregungsprozeß); die angeregten Kristallelektronen wechselwirken mit 
Elektronen, Phononen usw., werden abgebremst und abgelenkt und können, 
wenn sie die Oberfläche mit genügend großer Normalgeschwindigkeit erreichen, 
als Sekundärelektronen (S) austreten (Transportprozeß). In der vorliegenden 
Arbeit wird der Anregungsprozeß behandelt. 


Wir wollen unter der Energie-Winkel-Abhängigkeit der Anregung S (f’) 
die Anzahl der pro sec in einem cm? angeregten Metallelektronen mit Wellen- 
zahlvektoren aus dem Volumenelement d?f’ an der Stelle f’ des ’-Raumes be- 
zogen auf die Stromdichte der anregenden P (j, = 1) verstehen. Interessiert 
man sich nur für die in ein bestimmtes Energieintervall (E’, E’ + dE’) an- 
geregten Elektronen, so heißt ihre ebenso normierte Dichte Energieabhängig- 
keit der Anregung S (E’). 


In den früheren Arbeiten?-®) zu einer quantenmechanischen Theorie der 
Anregungsfunktion werden während der Rechnung meist recht unübersicht- 
liche Näherungen durchgeführt, so daß über die Genauigkeit des schließlich 
für die Anregung abgeleiteten Ausdrucks keine strengen Aussagen gemacht 
werden können. 


1) Aus der Dissertation des Verfassers, Berlin 1958. 

*) H. Stolz u. H. W. Streitwolf, Z. Naturforschg. 18a, 1100 (1958). 
3) A. J. Dekker u. A. van der Ziel, Physic. Rev. 86, 755 (1952). 

) D. E. Wooldridge, Physic. Rev. 56, 562 (1939). 

) 


8) E. M. Baroody, Physic. Rev. 101, 1679 (1956). 


Zur Theorie der Sekundärelektronenemission von Metallen : 
= 2 
} 
22 
= 
+ 
P 
= 
= 
a 
4 
BE 


Allgemeine Form der Anregungsfunktion 


Alle Autoren gehen von der Einelektronennäherung aus. Die Coulomb- 
sche Wechselwirkung mit dem P wird als klein vorausgesetzt, so daß man die 
Diracsche Störungsrechnung verwenden kann. Die so gewonnene Über- 
gangswahrscheinlichkeit wird über die Anfangszustände f des Metallelektrons 
und die Endzustände ®’(P) bzw. f’ (angeregtes Metallelektron) integriert. 
Dabei treten Prozesse auf, bei denen Impuls mit dem Gitter ausgetauscht 
wird (9 + 0-Prozesse) sowie Prozesse ohne Impulsaustausch mit dem Gitter 
(© = 0-Prozesse). Unterschiede in den einzelnen Behandlungen ergeben sich 
bei der Durchführung der Integrationen. 

Im folgenden soll die Anregungsfunktion, soweit es möglich ist, exakt be- 
rechnet werden. Nötige Näherungen werden erst möglichst spät eingeführt, 
so daß man ihren Einfluß auf das Endergebnis besser überblicken kann. Es 
wird sowohl die Energie-Winkel-Abhängigkeit wie auch die reine Energie- 
abhängigkeit der Anregung für Metalle berechnet. 


Der Festkörper wird durch das Einelektronenmodell beschrieben. Der 
Hamilton-Operator des aus einem einfallenden P und einem im ideal 
periodischen Kristall apse Metallelektron bestehenden Systems lautet: 


H =H, +H, =— + Ve) (1) 


(R = Ortsvektor des P, r = Ortsvektor des Metallelektrons). Das P wird 
wegen seiner hohen Energie auch im Kristall als freies Teilchen beschrieben. 
V (t) ist das periodische Gitterpotential. Der letzte Term H,, beschreibt 
die Coulombsche Wechselwirkung zwischen den beiden Elektronen. Die 
Abschirmkonstante A werden wir in einigen Fällen gleich Null setzen. 

Zur Berechnung der Anregungsfunktion wird zunächst mit Hilfe der 
Diracschen Störungsrechnung die Übergangswahrscheinlichkeit für den 
Übergang des Kristallelektrons in einen angeregten Zustand unter Einfluß der 
Wechselwirkung mit dem P bestimmt. Damit die Störungsrechnung an- 
wendbar ist, darf die Energie des P nicht kleiner als einige hundert eV sein. 
Dann kann man aber wegen des großen Energieunterschiedes zwischen P 
und Metallelektron = Wellenfunktion des ungestérten Problems einfach das 
Produkt va, = 


(t, R) = yr (t) Pe (R) 


der Wellenfunktionen isolierten Elektronen verwenden wail die 
Gesamtwellenfunktion nicht zu symmetrisieren®). Die Wellenfunktionen der 
isolierten Elektronen werden auf 6-Funktion normiert: ‘ 


i a 
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Di i iodische Funktio ist in der Volumeneinhei c BE — 
Die gitterperiodische Funktion u; (t) ist in der Vol inheit (1 em?) nor 
8) L. Tewordt, Z. Physik. 188, 499 (1954). 
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Die zugehörigen Energie-Eigenwerte seien Hg = K? bzw. Ey= 
Wir bezeichnen mit 


(die P mögen alle den gleichen Wellenzahlvektor § haben) die Ubergangs- — 
wahrscheinlichkeit pro em? bezogen auf die Primärstromdichte Eins dafür, = 
daß das System aus dem Anfangszustand yg in den Endzustand Yq über- — 
geht. Offensichtlich erhält man dann die oben definierte Energie-Winkel- 
Abhängigkeit der Anregung, indem man über die Anfangszustände des Metall- 
elektrons und die Endzustände des P integriert: 


S(t’) =2f Bt BR’ Pig (t’, 8). (3) 
Die f-Integration lauft th alle besetzten Zustände, die &’-Integration wegen 
des Pauliprinzips über alle unbesetzten Zustände. Der Faktor 2 berück- 
sichtigt die Spin-Entartung der Anfangszustände. 
Um die Energieabhängigkeit der Anregung zu berechnen, nehmen wir an, — 
daß Er nur von |t’| abhängt. Man erhält dann durch Integration über die 


ay i 


Richtungen von f' 
S (Ey) = 8 (B') = [ dQy 8 ( (4) 


bezieht sich auf das Normierungsgebiet der Wellenfunktionen, hier also den 
gesamten Raum, und die der Wellenfunktion (2) entsprechende Primär- 
1 AK 


Pr 

bs 

Sr 


stromdichte 7, = 


(22)? m ' 
Setzt man für H,, den Coulombschen Wechselwirkungsoperator (s. (1)) — Sur 
ein, so erhält man in bekannter Weise (s.8)) für das Matrixelement a ae 
(Pro, Pra) = = By, 


(2 q? L 
wobei g = & — fl’ der vom P abgegebene ER ist. 
Entwickelt man die gitterperiodische Funktion uf - 
reihe: 


| 
= 177 51 ur 


(© durchläuft alle Vektoren des en Gitters, Q ist das Volumen der 
Elementarzelle des Gitters), so wird 


"5 q BS (f’, f; - 6 (f G— f + q + 2 9). 

?), Wir Stun diese Näherung schon hier ein, obwohl viele der folgenden Uberleg gungen Er 
ohne spezielle Voraussetzungen über die Funktion E (f) gemacht werden können. 
®) O. Hachenberg u. W. Brauer, Fortschr. Phys. 1, 439 (1954). 5 
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Pa die normierte Übergangswahrscheinlichkeit bezogen auf 1 cm? und die 
Primarstromdichte Eins erhält man also 


Ab Pie (t', + 20H) (Era — Era). (6) 

Fun Setzt man (6) in (3) ein, so folgt für die Energie-Winkel-Abhängigkeit der An- 

regung 


2 


Wenn man Er = A = E’ setzt, was wir im folgenden immer tun wollen, 
so wird die reine Energieabhängigkeit der Anregung (4): 


m? e 
— Ei). 
Durch Einführung der Energie-Impuls-Kugel*) können wir vier Integrationen 
mit Hilfe der vier ö-Funktionen in dem letzten Integral sofort ausführen. 
Die Integration über erfolgt mit dem Quasi- Impulssatz(erste ö- Funktion). 


(8) 


Mit den : 
=RK+t+ 22H 


‘und dem Quasi-Impulssatz kann man das Argument der zweiten 6-Funktion 
wie folgt schreiben: 


5 me die Integration über Qy führen wir Polarkoordinaten mit der@,-Richtung 
als Polarachse ein. Dann wird dQ) = d (cos (f’, €g)) dp und wegen ri} 


Weit t: 
6 (KR? — Ro) = 57, [6 (| R| — Ry) + 6 (\R| + Ry)]. 


Die zweite ö-Funktion verschwindet immer, die erste nur dann, wenn R, 
nicht im von | liegt. Wenn also die Bedingung 
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oder } 
Ro 


erfüllt ist, ist das Integral nicht identisch Null. Das ist dann der Fall, wenn K, 
zwischen den Nullstellen 


229) 


liegt, wie man durch zweimaliges Quadrieren von (9) zeigt. Die Bedingung (9) 
oder die ihr äquivalente 


< K, < KY (10) 
ist für 9 = 0-Prozesse immer erfüllt, da aie . 
Kk< kV K?-k?+k 
ist. Das gilt nicht für + 0-Prozesse. Dann muß die aus (9) folgende Be- | 
dingung bei der Integration über die Anfangszustände f berücksichtigt werden. 
Man erhält also schließlich für die Energieabhangigkeit der Anre ng 


m? et 


| S(E’) = = |G, | J (11) 


Dabei müssen J und g als Funktionen von f, $ und g aufgefaßt werden. Die _ 
t-Integration läuft über den von Elektronen besetzten Teil des f-Raumes, 
der der Bedingung (10) genügt. 

Die größte Schwierigkeit bei der folgenden Auswertung der Integrale (7) 
und (11) besteht in einer vernünftigen Wahl der in das Integral J (5) eingehen- 
den Wellenfunktionen. Es folgen daher zunächst einige Betrachtungen über J. 


"Man beweist leicht, daß |I| < 1 ist: ihe 


wegen der Normierung der %; . 
Für den Summanden mit § = 0 wird 


In zwei Spezialfällen ist J = 0) leicht anzugeben5): J = 1, wenn die 
Kristallelektronen als freie Teilchen angesehen werden (uz = 1) und J = 1 
für kleine q, denn dann ist f’ ~ f, und J ist das Normierungsintegral der u. 
Es ist daher üblich, für § =0 überall J = 1 zu setzen. Man ı erhält so wenig- 
stens eine obere Schranke für die Anregung. 
man fiir = 0 J nach so erhält man “Yar 
6.8 


| 


. 
(8) 
ionen 
n. 
tion). 
| 
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Offensichtlich verschwindet das Glied zweiter Ordnung, wenn wir u; =1} Koord 
setzen (ebene Welle) oder wenn wir für % die Peierlssche Näherung quasi- 
freier Elektronen einsetzen (in der Fourierkomponente Vg des Gitter- 
potentials quadratische Glieder werden vernachlässigt). } 
Ist dagegen + 0, so wird fiir kleine q (die ja wegen der Form des Inte. Für 8 
granden bei der Anregung die größten Beiträge liefern) mit dem Quasi-Im- 


pulssatz 


wegen der Orthogonalität der Wellenfunktionen?). 
Für die Wellenfunktion des angeregten Kristallelektrons verwenden wit | Die Ir 


die Näherung freier Elektronen : 
yy - : eit'r, or (12) 


(2 a)! 


< u die Näherung quasifreier Elektronen in der Umgebung der Brillouinschen 
Zonengrenzen versagt, wir die Funktion bei der Integration aber auch dot | Di. 
benötigen. Macht man diese Näherung, so sieht man sofort, daß man gerade | tation 
in den wichtigen Bereichen kleiner q für J einen zugroßen Wert erhält, denn mit | ¢ Ve; 
(12) wird f' aus 


Irz = = Ag (f) Bereic 
2 (a) 


gleich dem Fourier-Koeffizienten von ur, also von den Endzuständen (q) 
unabhängig und muß daher für kleine q notwendig größer als der wirkliche 
Wert von J sein. Man kann hoffen, daß durch eine Abschirmung (A + 0) 
diese Verschlechterung der Näherung (12) bei kleinen q wenigstens zum Tel % 
wieder aufgehoben wird. Dadurch wird die infolge der Näherung (12) für 
kleine q, d.h. große Stoßparameter, erhöhte Übergangswahrscheinlichkeit 
durch Abschirmung des Potentials wieder herabgesetzt. Für § + 0-Pro- 
a wird daher J = ag (f) und A =|: 0 benutzt. 
Die § = 0-Prozesse und die § + 0-Prozesse haben im ausgebreiteten 
eine anschauliche physikalische Bedeutung. $ = 0-Prozesse 
sind solche Stöße, bei denen kein Quasi-Impuls mit dem Gitter ausgetauscht 
wird, während bei § + 0-Prozessen das Gitter den Quasi-Impuls 229 
an die Elektronen abgibt. 
1. Energie-Winkel-Abhängigkeit der Anregung Fa 


Wir gehen von (7) aus und setzen J = 1. Die Integration über §’ wird mit | umgek 
der ersten 6-Funktion ausgeführt. Dann wird das Argument der were Ir). 
6§-Funktion (Energiesatz) mit der Abkürzung } = & — f’ [am P 


‘a Es ist zweckmäßig, für die f-Integration über die F ermi-Kugel Polar- 
koordinaten k, #, mit § als Polarachse einzuführen. g drückt sich in diesen 


%) T. F. Marshall, Physic. Rev. 88, 416 (1952). verschi 
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Koordinaten wie folgt aus (s. Abb. 1): 
@ = (t’ = k’2 + — cos (f, 
F —=k'? + — 2kk’ (cos 6 cos + sin 6 sin cos p). 
Für S, (£’) erhält man also (k, = Fermi-Impuls) 
4 kdk J de | dp 


0 


[k’2 + (cos 6-&4 sin 6 cos 
Die Integration ergibt 
meet Kk’? — — (k’? — ky) (RP 
4 falls |(f', —¥')| < kp |& — 
0 sonst 
Die erlaubten f’-Werte liegen also in einem Bereich, den man durch Ro- 
tation des schraffierten Bereichs in Abb. 2 um die &-Richtung erhält. Für 
!-Vektoren außerhalb dieses Bereiches und wegen des Pauli-Prinzips für 


f aus der Fermi-Kugel um den Nullpunkt P ist S,(f’) = 0. Der schraffierte 
Bereich folgt direkt aus dem Energie-Impulssatz. gue whys 


€ 


Abb. 1 Abb. 2. Für 1-Vek- Abb. 3. Energie-Impuis- 
toren bei § = 0-Pro- Kugel 


Für k’<K ist die Anregungsfunktion (13) der Primärenergie (~ K?) 
umgekehrt proportional. Nähert sich k’ dem Fermi-Impuls k,, so divergiert 
$,(). In der Nähe von k, werden die Elektronen im wesentlichen senkrecht 
mum Primärstrahl angeregt (s. (13)). Je höher die Energie der angeregten 
Elektronen ist, um so mehr werden sie in Richtung des Primärstrahls angeregt. 


2. Energieabhängigkeit der Anregung 


Unter genauer Berücksichtigung der Gebiete, in denen 8, (f’) von Null 
verschieden ist, kann man durch Integration über die Winkel von f’ aus 
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S, (f') die reine Energieabhängigkeit der Anregung berechnen. Die Rech. 
nungen sind aber sehr umständlich. 
Wir gehen daher von (11) aus, setzen 2 = 0 und integrieren zunächst über 


_ q. Dazu müssen wir q durch p ausdrücken. Mit dem Vektor 8 = & -% 
(B= R,) erhält man (s. Abb. 3) 
= — R)? = 2 Ro (1 — cos (B, R)) 
= 2 RG (1 — cos y cosd — sin y sin d cos p). 


Die Integration über g ergibt dann 


dp _ (i — cos Y COS 0) 
q 2 Rt (cos y — cos A 
Wegen | 
wird also 
”) 2 m? e 
So (E d3 = 2 
En Die ergibt streng 


(E, Fermi-Energie). 


Dasselbe Ergebnis hat Baroody") durch halbklassische Überlegungen 
erhalten. Dekker und van der Ziel?) leiteten ähnliche Anregungsfunktionen 


Pr quantenmechanisch ab, mußten aber k< K oder ki <k' +7? voraus- 


setzen. Auch Baroody?°) setzte bei seiner quantenmechanischen Berechnun 


1. Energie-Winkel-Abhängigkeit der Anregung 
Wir untersuchen zunächst qualitativ die Energie-Winkel-Abhängigkeit der 
Anregungsfunktion bei Prozessen, für die ein Quasi-Impuls-Austausch mit 
dem Gitter vorkommt ($ + 0). Dabei wird im wesentlichen nur von Energie- 
er 14% 


Gebrauch gemacht. 


10) Rechnet man mit einem abgeschirmten Coulomb-Potential als Wechselwir- 


et A. 
kungsenergie, so ist s? (E,) = 0,34 vr nn By . Für große E’ geht st (E’) natürlich in 


den Ausdruck (14) über. WEN 
11) E.M. Baroody, Physic. Rev. 78, 780 (1950), [0 it 
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Wie im Fall 9 = 0 setzen wir auch hier fi” aus dem Impulssatz in den 
Energiesatz ein und erhalten mit den Bezeichnungen !=’—2n9, 

H-2n9'=0. 
Dak< k, ist, erhält man für die erlaubten f’-Vektoren die Bedingung 


— < kp. 


Wenn man F (22 H? — 2x2 f’) wegen seiner Kleinheit vernachlässigt, so 


erhält man offenbar eine (13) sehr ähnliche Bedingung. Nur steht f’ hier an 
Stelle von f’ in (13). 


Für ein festes © liegen also die erlaubten f’-Werte in einem (bis auf den 


vernachlässigten Term 7 (27 H?— 22 t’)) durch Abb. 2 festgelegten 


Bereich, dessen ‚„‚Ursprung‘‘ P an der Stelle 2 2 © liegt. Im vorliegenden Fall 
eines Polykristalls müssen wir über alle Richtungen der $-Vektoren mitteln. 


Wir beschränken uns auf die kleinsten 9 + 0 (m = V2 für kubisch-raum- 


zentrierte Kristalle), Dann müssen wir die Beiträge aus allen Gebieten (Abb. 2) 


aufsummieren, deren ‚„‚Ursprung‘‘ P auf der Kugeloberfläche mit dem Radius 
/ 

22H =. 2a liegt. Für die erlaubten f’-Vektoren erhält man so ein 

neues Gebiet, welches dem in Abb. 2 ähnlich ist, nur hat der Grundkreis um 

den „Ursprung“ P’ jetzt den Radius 2 H + k, an Stelle von k,- f' aus der 

Fermi-Kugel um P’ sind wegen des Pauli-Prinzips 

wieder verboten (Abb. 4). RK a 


Wegen des q* im Nenner der Ubergangswahr- 


scheinlichkeit sind in Abb. 2 die Prozesse in der Sa 
Umgebung von P am wahrscheinlichsten, d.h. in 


Abb. 4 sind die Prozesse in der Umgebung der 
Kugelschale 22H am wahrscheinlichsten. Wir 
können also annehmen, daß die Energieabhängig- 
keit der Anregungsfunktion in der Umgebung von 
27H") ein Maximum aufweist. Die Elektronen 
werden bis zu Energien, die 22” H + k,„!2) ent- 
sprechen, fast isotrop angeregt. Dabei hat aber 
mit wachsendem E’ ein immer größerer Teil von xpp.4. Far ¥-Vektoren bei 
Elektronen merkliche Impulskomponenten in + 0-Prozessen 
richtung. Bereich 


Zum Unterschied zu $ = 0-Prozessen gibt es bei § + 0-Prozessen 
Elektronen, deren f’-Vektoren der §-Richtung entgegengerichtet sind. Es 
ist denkbar, daß durch diese für die Sekundäremission günstigere Winkel- 
abhängigkeit der Anregung von den $ + 0-Prozessen ein wesentlicher Beitrag 


zur Ausbeute geliefert wird, selbst wenn die Wahrscheinlichkeit für diese 


Für Na ist 16,7eV und E = 34,6eV (a = 4,24 A). 


a 2nH+kp 
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_ Prozesse geringer ist als für $ — 0-Prozesse. Eine Abschätzung der Wahr. 
_ scheinlichkeit der $ + 0-Prozesse ist daher besonders interessant. Die voll 
- Energie-Winkel-Abhängigkeit der Anregung zu bestimmen, gelingt jedoch 
bisher wegen rechnerischer Schwierigkeiten nicht. Dagegen kann ‘man Aus. 


sagen über die reine Energieabhängigkeit machen. N 
tad a 


2. Energieabhängigkeit der Anregung 

Es ist zweckmäßig, bei $ + 0-Prozessen nicht die Energie-Impuls-Kugel 

zu verwenden, sondern von dem Ausdruck (8) auszugehen. Wir beschränken 
uns auf kubisch-raumzentrierte Kristalle und berücksichtigen nur die 12 klein- 


sten §-Vektoren mit H =. Dann wird die Anregung S,,(£’) (6 +0) 


von der Orientierung des Kristalls zum Primärstrahl abhängen. Da wir die 
Anregungsfunktion in Polykristallen berechnen wollen, müssen wir über alle 
möglichen Orientierungen des Kristalls, d.h. über alle möglichen Winkel 
zwischen § und $t mitteln. In die Anregungsfunktion gehen aber als Vektoren 
nur noch § und $t ein, so daß es gleichgültig ist, ob wir über die Orientierungen 
des Kristalls (d2,) oder die Richtungen des Primärstrahls (dQg) integrieren. 
Da jeder der 12 §-Vektoren dann den gleichen Beitrag liefert, können wir die 
Summe über § durch den Faktor 1213) ersetzen. Schließlich erhält man 


m?ek’ 12 
Su = An 


dQy d2¢ 


gap +g + (Er — Era). 
Für die Endzustände nehmen wir ebene Wellen an (J = ag (f)) und rechnen 
mit abgeschirmtem Coulombpotential (A +: 0). 

Die Integration über fi’ erfolgt wieder mit der ö-Funktion über den Quasi- 
Impulssatz. Dann wird 


Man eliminiert §’ aus dem Energiesatz: die 


K?4+2—(R 


Für die dQg-Integration führen wir im &-Raum Polarkoordinaten mit | 
q als Polarachse ein und erhalten 


6m? et k’ 
J Pt lag ( (f) dQy 


1 


(£’) = +a" 


(15) 
Dabei muB die Bedingung 


Ka q = 


erfüllt sein, d. h. es muß g zwischen den Werten a eu 


Die 
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(16) 


st dann 


im f’-Raum mit f als Polarachse über. Die Integration über € = cos # (® Polar- 7 
winkel) transformieren wir mittels ; 


in eine Integration über g um. 
Die Integrationsgrenzen sind Max (\k’ —k|, &) und Min (k’+k,q)= | 
+k. 


Offenbar ist (s. (16)) Pry 
k'—k; k< 
k—k’; <k. 


Die Integration über dQ, ergibt dann 


2 22 
[| 
=? 
(A? + k’? + k2)? — 4 k’2 + A . + k’?— 
(k’ + +32 A A 


[ d Qy 


Die Ausdrücke (I) und (III) beschreiben den Verlauf des Integrals uch —s_—y 
im Bereich (II) (bis auf ein O (K)) recht gut, so daß wir im folgenden mit (I) Zu 
für k< k’ und mit (III) für k > k’ weiterrechnen können. Da die Länge ds 
Bereichs (II) auch ein O (K-!) ist, macht man durch diese Approximation nur “ - 
einen Fehler der Ordnung K-*. Diesen Fehler können wir aber vernachlässigen. ee 2 
Für die Integration über die Anfangszustände des Metallelektrons brauchen | 
wir nähere Angaben über den Fourier-Koeffizienten ag (f). Bei Alkali- 2 
metallen ist es einigermaßen gerechtfertigt, für ag (f) die Peierlssche Nä- 
herung quasifreier Elektronen zu verwenden: 


2m Vg 
|V5| hängt nur von |$| ab. Die f-Integration läuft 
über die Fermi-Kugel. 
Statt über f zu integrieren, integrieren wir über 
einen entsprechenden Bereich von f und führen Polar- 
koordinaten mit § als Polarachse ein. Die Integration 


über £ = cos (f, $) transformieren wir mittels 


in eine Integration über k um. Die Inte; 
grationsgrenzen entnimmt man der Abb. 5. Dann Abb 


n 
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Wahr. Zur Durchführung der d@,-Integration gehen wir zu Polarkoordinaten 
jedoch 
n Aus- 
-Kugel 
ränken 
klein. 
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(II) 
-_ 
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| k, a 
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j er 
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=> k dk k dk. 
Fermi- H kr ran! 
Man erhält also aus (15) 
24 m3 dQ dk 
)= 73 K2 H 9 | | q(q2 + 42)2 (k2 — k2)2 
2aH-kp |k-22H| 
Das Integral über k kann man sofort berechnen: Eee erde 
|k-22H| 


7.12 2nH+k 4 ar , 
K? 22 -k> ki, k—xrH k); k > k’, 


wobei 
2a (A? + 2? — y?) 1 2x1 
f(a, y) ™ + at + yet arcts 


Die Integration über k kann man nicht mehr geschlossen ausführen. 
Die numerische Integration ergibt den in Abb. 6 gezeigten Verlauf für 
S,,(B’). Dabei ist zur Vereinfachung rein formal A = k, gesetzt wor- 


40, 4:0 den. Wie wir schon bei der Be- 
trachtung der Winkelabhängig- 
keit festgestellt hatten, besitzt 


* 8y(E’) ein Maximum in dem 
ie Wir haben hier nur die Beiträge 
G40 der kleinsten = 0 zu.der An- 
Ton regung betrachtet. Für die größe- 
ren § verlaufen die Rechnungen 
ebenso, und man kann bis auf 
gie DE, 10.20 DO DT Faktoren, die die Anzahl der zu 
leichen Vs gehörenden §-Vek- 

Abb. 6. Sg für Na 8 eae” 
TB, = 3,22eV, a=4,24A, |\Voi2?=0,1(ev)? toren angeben, die oben berech- 

E, = 1000eV] neten Ausdriicke verwenden. 


Diskussion 
Das Ergebnis dieser Arbeit besteht zunächst in einer strengen quanten- 
mechanischen Ableitung der Anregungsfunktion für $ = 0-Prozesse, und 
zwar sowohl der Energie-Winkel-Abhängigkeit wie der reinen Energieabhängig- 
keit. Dabei wurden nur die allgemein üblichen Voraussetzungen gemacht: 
Einelektronenmodell. Vernachlässigung von Austauscheffekten, Anwendbarkeit 
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der Störungsrechnung und als Annahme über die Wellenfunktion |J| = 1 
(dadurch erhält man wenigstens eine obere Schranke fiir die Anregung). Der . 
ohne weitere Näherungen für die Energieabhängigkeit der Anregung abgeleitete = 
Ausdruck stimmt genau mit dem von Baroody") auf halbklassischem Wege — : 
hergeleiteten Ausdrack überein. 


Weiter kann man ohne genaue Kenntnis der Wellenfunktionen allein aus 
der Winkelabhängigkeit der Anregung für $ + 0-Prozesse folgende allgemeine 
Aussagen über die Energieabhängigkeit der Anregungsfunktion in kubisch- | 
raumzentrierten Kristallen machen: Die Funktion 8,(E’) hat für =E, | 
einen endlichen Wert, wächst dann bis zu einem Maximum, welches in der 
Umgebung von £2,4 liegt, an und fällt danach gegen Null ab. Der durch- | 
gerechnete Fall (J = ag (f)) bestätigt diese allgemeinen Folgerungen. 


Über die des wet 0-Prozesse zur 


strengen en rc Für den Integral /, das allein die Wellenfunk- — 
tionen enthält, stehen uns zwei Näherungen zur Verfügung: J = ag (f) und 
die von Baroody®) verwendete ‚lineare‘ Näherung. Beide Näherungen sind 
durchaus fragwürdig. 


In der ‚linearen‘ Näherung wird J an der Stelle g = 0 nach q entwickelt _ 
und nur das erste nicht verschwindende (in q lineare) Glied in den späteren _ 
Rechnungen berücksichtigt. Da J für g = 0 verschwindet, scheint diese Ent- 
wicklung zunächst zweckmäßig zu sein. Genauere Untersuchungen über den 
Gültigkeitsbereich der ‚linearen‘ Näherung von Brauer") ergaben, daß für 
q © Gmin die „lineare‘‘ Näherung oberhalb E, ~ 5000 eV gilt. Für größere q 
wird die Näherung aber bald unbrauchbar, und man kann nur hoffen, daß der 


Faktor 4 in der Ubergangswahrscheinlichkeit diese fiir groBe q schlechte 


4 


Näherung nicht bemerkbar werden läßt. 


Mit unserem Formalismus ist die ‚lineare‘ Näherung prinzipiell, aber nur 
mit großem Rechenaufwand durchzuführen. Für E’ > Es,n.x, lassen sich 
Abschätzungen angeben. Die mit der ARE. Näherung berechnete An- 
regungsfunktion ist in diesem Bereich etwa 2—2,5mal so groß wie die mit der 
Näherung freier Elektronen berechnete. 


Um Aussagen über die Wichtigkeit der $ + 0-Prozesse zu bekommen, 
müßte man, für jeden Stoff getrennt, numerisch berechnete Wellenfunktionen 


einsetzen und dann S,, (E’) berechnen. Allgemein kann man nicht entscheiden, 
ob die § + 0-Prozesse wesentliche Beiträge zu S,, (E’) liefern oder nicht. 


Aussagen über den Beitrag der - 0-Prozesse zur S-Ausbeute können 
8 


noch weniger gemacht werden, denn der Anteil der Beiträge der § = 0- . 


und § + 0-Prozesse zur S-Ausbeute wird wesentlich durch die Winkel- 
abhängigkeit der Anregung mitbestimmt!). Eine isotrope Anregung (§ + 0- 
Prozesse bei nicht zu hohen Energien E’) kann eine wesentlich größere Aus- 
beute liefern als eine Anregungsfunktion, bei der die Elektronen hauptsächlich 
parallel zur Oberfläche (senkrecht zum Primärstrahl) angeregt werden (9 = 0- 


14) W. Brauer, Ann. Physik 20, 390 (1957). 
8) H. Stolz, Ann. Physik [7] 8, 197 (1959). nt 
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Prozesse 16)). Die § + 0-Prozesse können also für die S-Ausbeute selbst 
dann eine merkliche Rolle spielen, wenn 8,(E’) gegen $8,(E’) klein ist. Die 
Anzahl der § + 0-Prozesse verglichen mit der Anzahl der $ = 0-Prozesse 
. ist also noch kein Maß für den relativen Anteil der 9 =+ 0-Prozesse an der 
S-Ausbeute. 
7 Herrn Dr. W. Brauer danke ich herzlich für zahlreiche wertvolle Dis- 


16) Da wenigstens bei kleinen Primärenergien der Primärstrahl den Festkörper nicht 
_ geradlinig durchsetzt, sind die Verhältnisse in Wirklichkeit verwickelter. 


Berlin, Physikalisch-Technisches Institut der Deutschen Akademie der 
Wissenschaften. 
De Bei der Redaktion eingegangen am 20. Oktober 1958. 
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Zur Theorie der Sekundä MORE © von M etallen 


Inhaltsiibersicht 


Mit Hilfe der Boltzmannschen Transportgleichung wird bei vorgegebener 
Anregungsfunktion der inneren Sekundärelektronen ihre Verteilungsfunktion 
in Metallen berechnet. Aus der Verteilungsfunktion wird die Energiewinkel- ‘ 
verteilung der äußeren Sekundärelektronen gewonnen, welche unmittelbar 
auf die weiteren charakteristischen Funktionen für die Sekundäremission 
führt. Diese werden für ein spezielles Modell bestimmt und der Erfahr rung 


Nachdem in einer ersten Arbeit?) die Theorie der Anregung von Sekundär- 
elektronen (S) in Metallen durch Primärelektronen (P) hoher Energie behandelt 
wurde, soll in der vorliegenden Arbeit der Transportprozeß untersucht werden, 
durch welchen die S aus dem Inneren des Metalls an die Oberfläche gelangen 
und schließlich aus derselben austreten. 

Im Vergleich zum Anregungsprozeß ist der Transportprozeß der S bisher 
nur verhältnismäßig unvollständig untersucht worden (man vergleiche die 
Literatur in 3)), insbesondere fehlten detailliertere Ansätze zu einer Theorie 
der äußeren Energiewinkelverteilung, welche durch die Messungen von 
Jonker‘) aktuell geworden ist. Am weitgehendsten wurde der Transport- 
prozeß bisher von Wolff®) studiert, jedoch ebenfalls ohne Behandlung der 
Energiewinkelverteilung. 

Im folgenden werden wir, gestützt auf die von Wolff) entwickelten Vor- 
stellungen über die elementaren Vorgänge beim Transportprozeß und die von 
Streitwolf?)gewonnenen Resultate für die Anregung, eine Theorie der Energie- 
winkelverteilung formulieren und ihre Ergebnisse der Erfahrung gegenüber- 
stellen®), 

1. Der Mechanismus des Austritts durch die Oberfläche 


Wir setzen senkrechte Inzidenz der Primärelektronen voraus und bezeich- 
nen mit j(E’, 9) dE’ sin d dd die Zahl der pro sec aus einem Quadratzentimeter 


1) Aus der Dissertation d. Verf., Berlin 1958. 
*) H. W. Streitwolf, Ann. Physik [7] 8, 183 (1959). 
®) O. Hachenberg u. W. Brauer, Fortschr. d. Physik 1, 439 (1954); R. Kollath, 
Handbuch d. Physik XXI, Springer (1956). 
4) J.L.H. Jonker, Philips 7 Rep. 12, 249 (1957). 
5) P. A. Wolff, Physic. Rev. 95, 56 (1954). 
®) H. Stolz u. H. W. Streitwolf, Z. Naturforschg. 13a, 1100 (1958). 


| 
q 


198 u Annalen der Physik. 7. Folge. Band 3. 1959 
| 


der Oberfläche unter dem Winkel # gegen die Normale austretenden Sekundär- 
elektronen mit Energien aus dem Intervall E’, E’ + dE’. 
Betrachten wir ein einzelnes Elektron und setzen wir eine ideal glatte Ober. 
fläche voraus, so gilt (s. Abb. 1) 
E=E-W, (1) 
sob ois 
E’ sin? = E sin? p. (2) 


« 


no 


Dabei ist E die Energie des Elektrons im Inneren des Metalls und W der 


Pote ontialsprung an der Oberfläche. Aus (2) ergibt sich 


ER E cos? — W P 
cos? = E_W (3) 
und 
>Xx sin = sin B dp. (3a) 
Bali) Bezeichnen wir mit N (x, E, ß) dE sin Bp dp 


die Zahl der S pro em? am Ort > 0 im 


Metall mit Energien im Intervall E, E + dE 
und Geschwindigkeitsvektoren, die mit der negativen x-Achse den Winkel ß 
einschließen, so haben wir 


j (E', 9) dE’ sin dd = N (0, B, ß)/ == cos ß sin ß dE dp. (4) 


Er Berücksichtigen wir (1) und (4), so ergibt sich für die relative Energiewinkel- 


j(B',8)_ NEB) At. i 


E-W. 


winkelverteilung j (E’,9) naturgemäß der Kenntnis der inneren Verteilung 
N (0, E,8) bedarf. Ferner ist aus (5) ersichtlich, daß für E > W, also E'>0 
die äußere Energiewinkelverteilung gegen die cos-Verteilung strebt, ganz 
unabhängig von der Form der Verteilungsfunktion N (0, E, ß). Das ist eine 
unmittelbare Folge der Austrittsbedingung 

cos? 6 > cos? fy, a (7) 

wonach nur diejenigen Elektronen der Energie E die Oberfläche passieren 
können, deren Geschwindigkeitsvektoren im Augenblick des Auftreffens auf die 
innere Oberfläche innerhalb eines Kegels mit dem Öffnungswinkel 2 ß, liegen. 
Diesen Sachverhalt hat man natürlich auch bei der Berechnung der Ausbeute 
zu beachten. Es ist, wenn N (z, E,ß) auf Primärstromdichte 1 normiert ist, 


a = Formel (5) bringt zum Ausdruck, daß es zur Kenntnis der äußeren Energie- 


© By 
6= f J N (0, |/ cos B sin dp dE. 
Ww 
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Bei isotroper Verteilung (5 = 0) ergibt sich für (5) die cos-Verteilung ee I 
und für die Ausbeute erhält man in diesem Falle ; a 


4 1 


2. Die Boltzmann-Gleichung des Transportprozesses 


Zur Bestimmung der Verteilungsfunktion N (x, E, ß) gehen wir von der © 
Boltzmann-Gleichung aus, welche bei axialer Symmetrie der Anregung und _ 
der elementaren Wechselwirkungsprozesse lautet 


Q(E',P',p; B, p)]—N (a, £, B) W (E, B, p > E', (10) 


Dabei ist W (E’,ß',9' > E,ß,y) die sekundliche Wahrscheinlichkeit dafür, _ 
daß ein Elektron durch einen elementaren Wechselwirkungsprozeß von einem — 
Zustand E’, in den Zustand E, B, übergeht. Der Torm Q(E', 


der sekundlich pro cm? durch den Primärstrahl angeregten S der Energie E 
und Bewegungsrichtung 6, und hängt natürlich noch von der Energie der P 
ab, was wir aber nicht besonders andeuten. Die bei 2 = 0 zu fordernden Rand- 
bedingungen werden wir im nächsten Abschnitt diskutieren. 

Wir setzen fest, daß wir in der Boltzmann-Gl. (10) nur die durch die P 
angeregten S mit Energien zwischen der Fermi age E, und etwa 100 ov 


Betracht bleiben die gebremsten, reflektierten und rückdiffundierenden P. Pe 
Wir setzen dabei voraus, daß die Primärenergie oberhalb des en 
maximums bei etwa 1000 eV liegt. Für die derart charakterisier ten S nehmen 1% 


mit don Leitungselektronen der Fermi-See maßgebend ist und daß man in © 
dem betrachteten Energiebereich für den einzelnen Streuprozeß näherungs-- 
weise mit einem energieunabhängigen, im Massenmittelpunktsystem iso- 
tropen Wirkungsquerschnitt o rechnen kann. Dann erzeugt jedes S beieinem _ 
Stoß mit einem Fermi-Elektron, indem es an dieses im Mittel die Hälfte | 
seiner Energie abgibt, ein neu in das durch N (x, E, 8) beschriebene Ensemble 
eingehendes Elektron und wir haben 


6 (BE — E' cos? 0). 

Darin ist O der Streuwinkel und EI 


1 
420, 0° 


n, — Leitungselektronenkonzentration, 


| 
4 
(1) 
(2) 
(3) 
| 
n B dp 
0 im 
+ dE 
nkel 
(4) | nung und bedeutet die Zahl der von einem S im Zustand L’, ’, p’ sekundlich a 
| 
‘inkel- : 
Ü F 
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die mittlere freie Weglänge. Damit können wir die Boltzmann-Gl. (10) 
en in folgender Form schreiben: 
> = 


= S(x, E, — N (z,E,ß) + 


—v-cos 
(4) Ox (12) 
4. N (x, E’, ß') p(E, E’, cos ©) dE’ sin dp’ dg’. 
Dabei ist 
=* p(E, E’, cos ©) 2.0080: ö(E — E’ cos? ©). (13) 
u Im Hinblick auf spätere Betrachtungen berechnen wir noch den mittleren 
relativen Energieverlust pro Stoß: 
p(B, cos @) EdE sin 0 dO dp (14) 
und den mittleren Streuwinkel “hy. Ap tet 
# 4 Die Randbedingungen und der Einfluß der Oberfläche auf die inneren 
Sekundärelektronen 


eo: Unter Beachtung der Austrittsbedingung (7) erhält man als Randbedingung 
die Boltzmann-Gl. (12) 


0 fürrE>W,a-, 
N fir E>W, —<pß<n— (16) 
N (0, E,2 für E<W,0<ß<a, 
lim N (x, E,ß) endlich. 
>00 
Es besteht noch eine zweite Möglichkeit, die Oberfläche zu berücksichtigen, 
welche den Vorteil hat, daß sie auf Randbedingungen führt, welche einfacher 
und handlicher sind als die Bedingungen (16). Wir sondern aus dem Ensemble 
N (x, E,ß) die spezielle Klasse derjenigen Elektronen aus, welche bereits 
mindestens einmal an der Oberfläche x = 0 reflektiert worden sind und seit 
ihrem letzten Kontakt mit derselben noch keinen Stoß mit einem Fermi- 


Elektron erlitten haben. Führen wir für diese Klasse von Elektronen die Ver- 
teilungsfunktionen N (x, E, ß) ein, so haben wir für N© (2, E, ß) die Boltz- 


 mann-Gleichung 
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Für das Ensemble der restlichen Elektronen N“ (x, E,ß) = N (x, E, ß) a 


N® (a, E, B) haben wir die Boltzmann-Gleichung RT 

(1) if] b 

_ g(x, + (x, NY (a, 
‘ 0 


+ N® (x, 8,8) p(B, cos ©) dB’ sin dg’. 


Darin bezeichnet S (x, E, 8) den Anteil von Elektronen, welche durch Stöße — 
von Elektronen des Ensembles N (x, E, 8) im Ensemble NW (x, E,ß) er- 
zeugt werden: 


S (x, E,ß) = f /[z N© (x, E', ß) p (E, E’, cos ©) dE’ sin ß’ dp’ do’. om 
0 
Als Randbedingungen haben wir i= 


N® (0, #, 8) = 0 für =< <B<a, iim) N (x, E. ?\ endlich (20) 


denn jedes Elektron von NW, welches die Oberfläche erreicht, tritt entweder . 2 


aus dem Metall aus oder geht durch Reflexion in das Ensemble N® über. | 
Es ist daher 
N® (0, E,n — ß) fir E> 

NO (0, E, B) = 0 fir @ 

(0, E,n — PB) fir W, <a. 


Die Boltzmann-Gl. (18) mit der Randbedingung (20) ist nun prinzipiell a 
den Lösungsmethoden zugänglich, welche in der Theorie der Transport- | q 
gleichung eingeschlagen werden. 


Die Quellfunktion S (x, E, P) kann man sukzessive berücksichtigen, Tr 


man in nullter Näherung (18) mit S = 0 löst, dann nach (17), (19), (21) S in 
erster Näherung berechnet und in (18) einsetzt usw. Man wird erwarten 


können, daß dieses Verfahren für 8 < = rasch konvergiert, denn die so be- a” 


rechnete n-te Näherung für VN“ (x, E, 8) enthält Elektronen, die n mal an 
der Oberfläche reflektiert worden sind, und bei dem großen Energieverlust 
pro Stoß wird ein Elektron schon nach einmaliger Reflexion an der Ober- 
fläche wenig Aussicht haben, diese nach einer entsprechenden Zahl von um- 
lenkenden Stößen nochmals erreichen und passieren zu können. 

Damit haben wir die Frage aufgeworfen, ob überhaupt mit einem merk- | 
lichen Einfluß der Oberfläche auf die inneren S, sofern sie für den Austritt | 
in Frage kommen, zu rechnen ist. Sehen wir zunächst von dem Potential- 
sprung W ab, so bewirkt die freie Oberfläche, daß bei x = 0 keine Elektronen 
vorhanden sind, deren Geschwindigkeitsvektoren ins Innere des Metalls ge- _ 
richtet sind. Ein an den äußeren S beobachtbarer Einfluß der freien Ober- 
fläche würde zu erwarten sein, wenn ein typisches S, welches sich aus irgend- 
einem Grunde bei x = 0 in das Metall hineinbewegt, ein merkliche Chance | 
hätte, diese nochmals zu erreichen und passieren zu können. Dazu müßte 
es eine Reihe von Stößen erleiden, die seinen Geschwindigkeitsvektor in 
Richtung auf die Oberfläche umlenken, und zwar so, daß er innerhalb des Er 
Austrittskegels liegt und für langsame Elektronen nahezu senkrecht zur Ober- 


4 
@ 
| 


fläche gerichtet ist. Dazu sind um so mehr Stöße notwendig, je kleiner die 
Tangentialkomponente der Geschwindigkeit des betrachteten Elektrons 
ursprünglich ist, und zwar nach (15) im Mittel vier Stöße für eine Umlenkung 


um 180°. Dem entspricht nach (14) ein Energieverlust von 7 der — 


energie. Bei Umlenkung um 90° durch zwei Stöße beträgt er noch T der 


Anfangsenergie. Rechnet man die maximale Energie für die große Mehrheit 
der typischen S zu etwa 30 eV, so erkennt man, daß nur wenige schnelle, bei 
x = 0) annähernd tangential zur Oberfläche bewegte Elektronen Aussicht 
haben, nach entsprechender Umlenkung noch als langsame äußere Sekundär- 
elektronen beobachtet werden zu können. 

Wir äußern die Vermutung, daß das Vorhandensein einer freien Ober- 
fläche keinen entscheidenden Einfluß auf die Lösung der Boltzmann-Gl. (12) 
haben wird, d.h. wir erwarten, daß bei einer für x > 0 räumlich konstanten 


marti S (x, E,ß) = S (E, B) sich auch bei x = 0 die exakte Lösung 


mit der Randbedingung (16) im Bereich 0 < 6 < ß,nur wenig von der Lösung 

_ für ein unendlich ausgedehntes Medium mit der Quellfunktion S (E, ß) unter- 

‚scheiden wird. 

a Beachten wir nun das Vorhandensein des Austrittspotentials W, so ändert 
E an der im vorigen Absatz ausgesprochenen Erwartung nichts Wesent- 


liches, da die Potentialschwelle ja dafür sorgt, daß bei x = 0 in das Metall 
hineinlaufende Sekundärelektronen vorhanden sind und daher die exakte 
Lösung für den Halbraum der Lösung für den unendlichen Raum nur ähn- 
licher macht. 


4. Das 


s Modell des unendlich ausgedehnten Mediums i abi 


Zur Lösung der Boltzmann-Gl. (12) führt man zweckmäßig folgende 
Entwicklung nach Kugelfunktionen ein: 


7 
(x, = (2141)8, (2, B)P, (csp), 
(E, E’, cos ©) => (21 + 1) p, E’) P, (cos 


1) cos ß P, (cos B) = (l + 1) P, 44 (cos B) + I (cos P), 
+1 
(J —|m))! m ary 
(cos 9) = im)! (cos B) Py (cosß’)e A 


L 

kan 
P, (cos B) Py (cos f) Fr dir 


an (x E) = N, (a, EB) (22) 
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porty 


folgendes System von Gleichungen: aly ches 
oy L+1 ay 


+ f y, (x, E') p, (E, E’) dE’. 
Mit (13) erhält man : 
1 


Im speziellen Fall des unendlich ausgedehnten Mediums mit räumlich kon- 
stanter “ Quellfunktion ergibt sich damit aus (23) 


An dieser Stelle haben wir also den Einfluß der Oberfläche auf die inneren — 
N vernachlässigt sowie die Tiefenabhängigkeit der Anregung, was insbesondere 
bedeutet,daß wir uns auf hohe Primärenergien jenseits des Ausbeutemaximums ze 
beschränken müssen, welches dann auch aus unserer Theorie nicht gewonnen Er 
werden kann. 


nicht in voller Allgemeinheit gelöst wurden, bestimmen wir zunächst die 
entsprechenden Greenschen Funktionen: 


G, (E, = 6(E — EB") +2 Sa, E") P, 


Die gesuchten Funktionen Yı (®) gewinnt man dann aus en 


yı(E) -f G, (E, E”) S, (E") dE”. 


Dabei bedeutet E,, eine MER Energie für die S, welche so zu wählen ist, 
daß für E < E,, die Voraussetzungen für die Gl. (24) etwa erfüllt sind. Nach 
den Ausführungen des Abschnitt 2 hat man £Z,, ~ 100 eV. 

Es müssen nun zunächst die Funktionen 8; (E) bestimmt werden. Nach =~ 
Streitwolf?) gilt für die Zahl der sekundlich pro cm? angeregten S mit N 
Wellenzahlen aus dem Bereich d?f an der Stelle f 


me KR — (8, — (k?— (% —f)? 


Darin ist & der Wellenzahlvektor des P. $=0 deutet an, daß in (27) nur solche 
Prozesse erfaßt sind, bei welchen kein Quasiimpulsaustausch mit dem Gitter 
erfolgt. S (E, 8) bestimmt sich aus der Relation 


(f) k?dk sin = S (E, B) dE sin dp. 


Man erkennt, daß für kleines k (> k,) und großes K die Winkelabhängigkeit 
der Anregungsfunktion näherungsweise dargestellt werden kann durch 


S(E, u = Q (BE) - sin? p. (28) 


7 Zur Lösung der Gl. (24), welche bereits von Wolff) betrachtet, jedoch 
E\1, 
| 
| 
| 
| 


Q (E) ist dabei definiert durch 
Q (B) ab | sin® =I dk f 22 8, (f) sin dp. 


Man findet (s. 2)) in dieser Näherung t<.. 
S (E, B) = : (30) 


4a E, (E- 
. Daraus ergibt sich schließlich 


- == 0. 
Die Greenschen Funktionen lauten (s. Appendix) 4 


0 


cos 3 In E">E 


2 
EB") = va E” 33 
2 | i BE" <E. (33) 
Damit findet man nach (26) 
628, VE E-E, E, E 
‘ (34) 
+ 
(E— 


302 VE \(2 — Er)? (2n+ 32+ 3 Vr ) 


sin [V 3 In ( 


m 


E 
E,, — (£,,/E + 


(35) ; 


In Abb. 2 ist die relative Energiewinkelverteilung * N E. en der inneren S dar- 


5 gestellt. Man erkennt, daß durch die Stöße die ursprünglich in der Anregung 
vorhandene Abweichung von der 
Isotropie zwar etwas verwischt, 

a keineswegs jedoch völlig aufge- 


hoben wird. Man kann daher 
- sagen, daß die Wechselwirkungs- 
5 prozesse, welche die S in Metallen 
u “wal: erleiden, nicht in der Lage sind, 
4 


eine derartig isotrope Verteilung 


Abb. 2. Relative innere Energiewinkelverteilung herzustellen, wo mm ofS 
NE, sächlich beobachtet. 


B) 
N (EB, 0) E, = 1000eV, Em = 100eV, Mit (5) gewinnt man aus (34), 


W = 10eV, E, = bev Appa (35) die relative äußere Energie- 


j(E 


will 
keı 

29)E imı 
Ges 
Abb 
teilu 
] 
(4) : 
= 
| Pal | 
In A 
man 
Das 
breit 
“ I 


(29) 


(30) 


(31) 


(32) 


(33) 
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winkelverteilung (Abb. 3). Der Vergleich mit den Ergebnissen von Jon- 
ker?) zeigt, daß die Theorie viel zu viel und mit zunehmender Energie x 
immer mehr Sekundärelektronen mit großen Austrittswinkeln liefert, im 
Gegensatz zu den geringen und mit wachsender Energie verschwindenden 
Abweichungen vom cos-Gesetz, wie sie die Beobachtungen ergeben. 


(E) 


10 


Oev 
2eV 
5 
10eV 


Abb. 3. Relative äußere Energiewinkelver- Abb.4. Energiespektrum der äußeren _ 
teilung (E’, d) = 1000 eV, Ey = 100eV, Sekundärelektronen 5 (E). 


j (E’, 0) ahs E, 
E, = 5eV, W=10eV Ei: 


Die Energieverteilung der äußeren Sekundärelektronen erhält man nach Fe i 
(4) zu en 


& 
NB): P, (cos ß) cos ß sin ß dp. 
Mit (34) und (35) ergibt sich mit W Se 


\{ 1 4 


= W (5) gain 


V3 En n\| ap 

In Abb. 4 haben wir neben (36) noch die P,-Näherung aufgetragen, welche 

man erhält, wenn man in (36) die von N, haurthonelion Terme vernachlässigt. 

Das Energiespektrum hat zwar die charakteristische Form, die Halbwerts- 

breite mit 12 eV ist jedoch zu groB. 

Die Winkelverteilung der äußeren S ist mit (3a), (4) und (6) nach 
Em 


j(0) = con (21+ 1) P, (cos f) N,(B) ( (1- ae 


l1=0 
oe =p E) nach (6)) 


u 
= 
Efev) 
(Ey n 
(35) 
S dar- 
regung 
on der 
vischt, 
aufge- 
daher 
kungs- 
etallen 
> sind, 
-eilung 
e tat- 
is (34), 
nergie- 
™ 


ik. 7 
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zu berechnen. Wir geben den langen und komplizierten Ausdruck hier nicht 
an, sondern nur seine graphische Darstellung in Abb. 5. Wie zu erwarten 
war, ergibt sich eine starke Abweichung vom 
cos-Gesetz. 

Für die Ausbeute liefern elementare Inte. 
grationen in der P,-Näherung den Ausdruck 


voraus. Verwendet man (s. auch 5)) den nach 
der Methode von Goldberger’) abgeleiteten Ausdruck 


_ Am) ly Ey [in Em—Er  En— 
12 E, W—E, E,,—E£, 

% (37) 
Er Abb.5. Winkelverteilungj(#) Die Berechnung von Zahlenwerten für die Aus. 
nn eatin veute setzt die Kenntnis der freien Weglänge |, 


4 (2 m) sin? bg +t, 
so erhält man für mittlere Energien der S bei Ag: I, = 5,2 - 10-7 em und bei 
Kl, = 8,4. 10°” em. Für Ag ergibt sich dann bei E, = 1000 eV die theore- 
tische Ausbeute zu » 0,22 dgxp für K findet man ~ 0,7 ösxp. Die Berech- 
nung der freien Weglängen ist jedoch äußerst unsicher, so daß man diesen 
Zahlenwerten keine zu große Bedeutung beimessen kann. 

Es sei noch darauf hingewiesen, daß die relative äußere Energiewinkel- 
verteilung, die relative Winkelverteilung und das relative Energiespektrum 


2 


j 


"unabhängig von sind. Bezüglich der 
sowie der Winkelverteilung sind diese Aussagen im Einklang mit dem Ex- 
_ periment, für die Abhängigkeit der Energiewinkelverteilung von der Primär- 
energie liegen noch keine ya vor. Die Ausbeute zeigt die für hohe 


_Primärenergien bekannt 


igkeit. 


Es erhebt sich die wit.) in welcher Richtung der Fehler, den man begeht, 
wenn man das Modell des unendlich ausgedehnten Mediums zugrunde legt, 
die äußere Energiewinkelverteilung beeinflußt. 

In Abb. 6 haben wir einige typische Elektronenwege, die sich im Modell 
des unendlichen Mediums in der Umgebung der Ebene x = 0 ergeben, 
dargestellt. Das Elektron e, welches links von x = 0 vorhanden ist und also 
in unserer Rechnung als äußeres S in Erscheinung tritt, ist bei A im Gebiet 
a2 > 0 entstanden und wäre ebenfalls beobachtet worden, wenn der Raum 
a < 0 Vakuum wäre, wie in Wirklichkeit. Dasselbe gilt für das Elektron ¢’, 
welches bei A’ entstanden ist und ohne vorherigen Stoß die Ebene x = 0 
passiert. Das Elektron e’’, welches in unserem Modell ebenfalls als äußeres 8 
auftritt, kommt in Wirklichkeit nicht vor, denn es ist je bei A” im Gebiet 


?) M. L. Goldberger, Physic. Rev. 74, 1269 (1948). ey - 
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Mit (32) ergibt sich 
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EN: 


x< 0 entstanden, wo ja in Wirklichkeit Vakuum ist. Das Modell liefert also 
die Elektronen vom Typ e” zuviel. Diese werden bev orzugt mit großen Aus- 
trittswinkeln das Metall verlassen, weil in diesem Fall wenig Stöße zur Um- 
lenkung erforderlich sind. Man kann also | 
erwarten, daß man bei exakter Berück- _ A’ 
sichtigung der Oberfläche weniger Elek- Ara 
tronen mit großen Austrittswinkeln erhält. 
Man muß es jedoch als unwahrscheinlich an- ‚an ily ä 
sehen, daß dieser Effekt für die Form der ___e__ 
Energiewinkelverteilung entscheidender sein 
sollte, als die innere Energiewinkelverteilung 
der S unmittelbar nach ihrer Anregung, wie 
sie durch die Funktion S(E,ß) gegeben wird. ı 
Sollte also das Modell des unendlichen | 
Mediums in diesem Sinne zur Beschreibung 
des Transportprozesses bei der Sekundärelek- 
tronenemission brauchbar sein, so ergäbe sich der Schluß, daß die Anregung im © 
wesentlichen bereits isotrop ist und Prozesse dabei eine Rolle spielen, welche in 
Streitwolfs Ausdruck (27) nicht berücksichtigt werden. So ist es denkbar, daß 
vor allem bei kleinen Primärenergien im Erzeugungsbereich der S der Primär- 
strahl bereits merklich ‚‚aufgesplittert‘ ist, was naturgemäß zu einer isotroper en 
Anregung der Sekundärelektronen führt. Bei hohen Primärenergien könnte u 
andererseits der Anteil der rückdiffundierenden sicher im wesentlichen isotrop _ = 
verteilten P an der Anregung nicht vernachlässigbar sein, welcher in diesem 
Fall auch mehr oder minder isotrop sein wird. Schließlich kommt noch die 2 7 
Möglichkeit in Betracht, daß die $ + 0-Prozesse (mit Quasiimpulsaustausch = 5 
mit dem Gitter) doch wesentlich sind, insbesondere insofern sie weitgehend 
stärker isotrop verteilte Sekundärelektronen liefern als die § = 0-Prozesse. 
Wir werden diese Frage im nächsten Abschnitt etwas genauer | untersuchen. 


Wir gehen aus von den beiden auf gleiche Gesamt-Elektronenzahl nor-  _ 
mierten  Anregungsfunktione n 


= 


S® (E, ß) = - Ey) 


N@ (E, B) = (E, E,) fo 


und unter Beachtung von (8) bzw. (9) “ 


E, 
W 


Die Anregungsfunktion (40) führt auf | 


nicht 
varten | 
' vom | 
Inte. 
uck | 
W 
| 
(37) | 
» Aus. | 
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a Berechnen wir den Strom 5 mit Hilfe von (8), so erhalten wir 


[Zo 1. 11/W 3 3 


und entwickelt (41) und (43) nach e, so erhält man De 


Die Stromdichten 5® bzw. 5% entsprechen isotroper bzw. stark aniso- 
troper Anregung parallel zur Oberfläche. Ein Blick auf (44) zeigt, daß die 
7 u Elektronen vom Anregungstyp a mit abnehmender Anregungsenergie E, zu- 
 ... nehmend bevorzugt austreten gegenüber den anisotrop angeregten Elektronen 
EN vom Typ b. Dieses Ergebnis ist auch anschaulich unmittelbar einzusehen. 

_ Nimmt man für die qualitative Diskussion an, daß die § + 0-Prozesse 8 

vom Typ a liefern, so kommt man zu dem Schluß, daß diese vorwiegend im 
Bereich geringer Austrittsenergien zur Sekundäremission beitragen werden. 
Diese Verhältnisse werden noch durch den Umstand begünstigt, daß die An- 
regungsfunktion S5+0 im Bereich von etwa 10eV ein Maximum aufweist 
(vgl.2) Abb. 6). Die Berücksichtigung der $ + 0-Elektronen könnte unter 
Umständen auch eine Verschiebung des Maximums im Energiespektrum nach 
tiefen Energien hin bewirken sowie eine Verminderung der Halbwertsbreite. 
Bei dem Einfluß, welchen das Vorhandensein des Potentialsprungs W an der 
Oberfläche auf die Form des Energiespektrums hat, muß jedoch damit ge- 
rechnet werden, daß noch andere unbekannte Faktoren das Spektrum be- 
einflussen, welche mit der mikroskopischen Beschaffenheit der Oberfläche 
zusammenhängen und bisher ganz außer Betracht geblieben sind. 


6. Zusammenfassung 


ty 


Die in 2) und der vorliegenden Arbeit formulierte Theorie der Sekundär- 
elektronenemission versagt bei der Begründung der Winkel- und Energie- 
winkelverteilung. Energiespektrum und Ausbeute ergeben sich im großen 
in Übereinstimmung mit der Erfahrung. Hinsichtlich des Problems der 
9 + 0-Prozesse zeigt sich, daß kein Anlaß zu der Erwartung besteht, daß 
sie für das Phänomen bedeutungslos wären. Dagegen kann erwartet werden, 

daß die Oberfläche keinen entscheidenden Einfluß auf die Verteilung der 

inneren S hat, so daß zu klären ist, welche Faktoren für das im wesentlichen 
beobachtete cos-Gesetz der Energiewinkelverteilung verantwortlich sind. 

Dazu bedürfte es einer genaueren Kenntnis der Energiewinkelverteilung der 

angeregten $ + 0-Elektronen sowie des Einflusses, welchen das Schicksal 

a der Primärelektronen auf die Anregungsfunktion hat. Zu diesem Zwecke 

E müßten Anregungs- und Transporttheorie für den Bereich geringer Primär- 


winkelverteilung bei verschiedenen Primärenergien an dünnen Schichten die 
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H. Stolz: Sekundärelektronenemission. Der TransportprozeB 
Voraussetzungen der vorliegenden Theorie geprüft werden, da unter diesen 
Bedingungen übersichtliche Verhältnisse hinsichtlich der Primärelektronen _ 
bestehen. 


Abschließend danke ich Herrn Dr. W. Brauer für die Anregung zur vor- 
liegenden Arbeit und zahlreiche fördernde Diskussionen. 


Wir unterwerfen (25) einer Mellin-Transformation und setzen 


Appendix 


oo 
= J E @,(E, dE 


© E 


Definieren wir 


(1 für >E 
lo fir < E 

[ 1 J G, , P,(] dE = | Es-1@, (E”, E'). 
6 6 


/E\ /E\1 

P f ME" dE = E"s-1@,(E", E' P,( F) 

l JE Jf ( IP, 
>) dB" — dE = | (E", E’) r) 
(z ) (# ) E \ 

1 


J x” P, (x) dx. 


Wir haben also die transformierte Gl. (24) 
I, (8; = A (8; + 47, (8; B’) 
Daraus folgt 
1 
G ik 
ı(E,E’) = ri F, — ds. 
Dabei verläuft der Integrationsweg a parallel zur imaginären Achse der 


komplexen 8- ‘Ebene rechts von allen Singularitäten des Integranden. Wir 


5 


Dann können wir für u < 0 den Integrationsweg durch einen unendlich großen eae 
Halbkreis in der rechten Halbebene schließen und erhalten ae a 


G, (E, E’) = 0 fir E > E'. Be 
Ann. Physik. 7. Folge, Bd. 3 PM 


= 
nit ge- | 
ng der 
ricksal 
;wecke 
nergie- 


Wes 


Für « > 0 können wir den Integrationsweg durch einen entsprechenden Halb. 
kreis in der linken Halbebene schließen und das Integral nach dem Residuen. 


satz auswerten. Dabei bereitet die Divergenz der c,; fiir » = —1 keine 
Schwierigkeiten, da der Integrand in diesem Punkt regulär ist. So erhalt 
wir fir! = 0, u> 0 


—- 18 
GE,E)=, I „er as 
Co 
Für E = E’ divergiert das Integral. Wir bilden Be 


E’+e 


lim % = 2 ni / (s — 2) 


= lim 5 221 (s — 2) | (+) ds. 


denn der zweite Term der geschw eiften Klammer gibt keinen Beitrag zum 


nu 
Integral. Den verbleibenden Ausdruck werten wir mit dem Residuensatz auf de 
und erhalten reg 
E’+e 
Zusammengefaßt ist also | 
9 /E’ 
0 E> E’. 
Auf ganz analoge Weise berechnet man die übrigen G, (E, E’). 
_ Berlin, Institut für theoretische Physik der Humboldt-Universität. po 
str 
Bei der Redaktion eingegangen am 20. Oktober 1958. 
it ih Spa 
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AR 
Uber eine Beobachtung 
des Elektronen-Atom-StoBkontinuums im 
elektrodenstabilisierten Quecksilberhochdruckbogen 
s-1) Von Werner Neumann und Heinz Reimann 
Mit 6 Abbildungen 


Inhaltsübersicht 
Die Temperaturabhängigkeit der räumlichen Strahldichte des Konti- 
g zum nuums in einem elektrodenstabilisierten Quecksilberhochdruckbogen bei 
tz aus den Wellenlängen A = 11400, 14500 und 16100 A wird bestimmt. Die An- 
regungsspannung des Kontinuums nimmt vom Zentrum des Bogens nach 
außen hin ab und beträgt in den äußeren Teilen des Bogens 5,0 + 0,4 Volt. 
Diese Anregungsspannung hat einen Betrag, wie er für das Hg-Elektronen- 
Atom-Stoßko.utinuum erwartet wird. Im zentralen Teil des Bogens über- 
lagert sich dem Hg-Elektronen-Atom-Stoßkontinuum das Elektronen-Ionen- 
Stoßkontinuum, weichen dort eine merkliche Intensität besitzt. 


1. Einleitung 
Ein kontinuierliches Spektrum wird bei Stößen von Elektronen mit 
it. positiven Ionen und bei Stößen von Elektronen mit Neutralteilchen ausge- 
strahlt. Das erstere Kontinuum, welches als Elektronen-Rekombinations- 
und -Bremskontinuum bekannt ist, tritt in allen Plasmen auf. Über deren 
Theorie wurde ausführlich unter anderen von H. Maecker, T. Peters!) 
und von G. Hettner?) berichtet. Seine Volumenstrahldichte ergibt sich zu 


(v, T)-n, -n; [erg em” sterad-1], (1) 


wobei für einen weiten Spektralbereich S,; nur mit einer geringen Potenz 
von der Temperatur abhängt: 


S,; (v, T) = 6,36 - 104 . (k T)-U2, (la) 
Die Temperatur- und Druckabhängigkeit ist in der Hauptsache durch das 


Produkt n, : n, gegeben. Bei kleinem Ionisationsgrad ergibt sich durch Um- 
formung von Gl. (1): 


(v, T) = Se; (v, T)-exp (-- e T) p. (2) 


Die exponentielle Temperaturabhängigkeit kann durch eine Anregungs- 
spannung U, gekennzeichnet werden, die in diesem Fall gleich der effektiven 
Ionisierungsspannung U;,er ist. 


1) H. Maecker u. T. Peters, Z. Physik 189, 448 (1954). 
*) G. Hettner, Z. Physik 150, 182 (1968). 
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Für ein Kontinuum, das durch Stöße zwischen Elektronen und neutralen 
Atomen entsteht, wird die Abhängigkeit von 7 und p in der Form 


bea (v, T) = (v, T) N, 


bzw. bei kleinem Ionisationsgrad 


&,a T) = Sea (v, T) - exp (— e T) - 


a 


erwartet. Die Anregungsspannung ist hier gleich der halben effektiven Ioni- 
sierungsspannung (für Hg etwa 5 Volt). 
Eine merkliche Intensität dieses Kontinuums ist dann zu erwarten, wenn 
die gestoßenen Atome eine positive Elektronenaffinität und einen großen 
Wirkungsquerschnitt gegenüber Elektronenstoß haben. Für den Fall, daß 
die Elektronenaffinität positiv ist, wird dieses Kontinuum als Elektronen- 
affinitätskontinuum bezeichnet. Über seinen Nachweis in Wasserstoff siehe 
W.Lochte-Holtgreven und W. Nissen®), über seine Berechnung siehe 
E. Vitense*). Über den Nachweis in Stickstoff und Sauerstoff siehe G. Boldt5). 
Da für Hg eine positive Elektronenaffinität zu erwarten ist und da Hg einen 
relativ großen Wirkungs- 
Tabelle 1 querschnitt gegenüber Elek- 


Elektronenaffinität und Wirkungsquerschnitt gegen- tronenstoß besitzt (s. Tab. 1), 
über Elektronenstoß bei einigen Elementen ist ein für den Nachweis ge- 


Elektronen- Wirkungsquerschnitt nügend starkes Elektronen- 

Atom affinität gegenüber Atom-Stoßkontinuum zu er- 
(Volt) Elektronenstoß warten. 

1.0.7479) 2,24 . 10-4 cm??) Die Möglichkeit der Ent- 

+1,35—1,55%) | 0.2 - 10-14 em2®) stehung eines Kontinuums 

— 0,69) 10) 0,2 - 10-14 em?8) durch Stöße zwischen neu- 

+1,7910)11) | 1,2 - 10-4 cm?!) tralen Atomen untereinander 


ist von F.Rößler (siehe 
F.Rößler'3)14) im Rahmen seiner Untersuchungen über die Herkunft des Kon- 
tinuums in Quecksilberhochdrucklampen in Betracht gezogen worden. F. Röß- 
lerführteaus,daßnach einer Abschätzung vonR.RompeundM.Steenbeck®) 
das Verhältnis zwischen Atom-Atom-Stoßkontinuum und der Linienstrahlung 
=Z-.t(Z= Stoßzahl, t= StoBdauer), also für Stöße zwischen Hg-Atomen unter- 
einander mit abstoßenden Potentialkurven (Stöße zwischen zwei Hg-Atomen 
im Grundzustand 6 18) im Innern des UV-Normals nur etwa 10% betrage, 
während für die Erklärung der Gesamtintensität des Kontinuums ein = 0,3 


. Lochte-Holtgreven u. W. Nissen, Z. Physik 188, 124 (1952). 
. Vitense, Diplomarbeit Kiel 1949. es 
. Boldt, Physikertagung Essen 1958. 

. B. Loeb, Handb. Physik X XI, 458 (1956). ea: 
7) H. W. Drawin, Z. Physik 146, 295 (1956). 2 ius 

8) H. Maecker, T. Peters u. M. Schenk, Z. Physik 140, 119 (1955). oo 
®) D. R. Bates, Proc. Roy. Irish. Acad. (A) 51, 153 (1947). 

10) Durch Extrapolation der Ionisierungsspannungen positiver Ionen mit gleicher 
Elektronenanzahl berechnete Werte. 

11) H.S. W. Massey, Negative Ions, Cambridge 1938. EEE 
2) R. Brode, Proc. Roy. Soc. London Ser. A 125, 134 (1929). Dar 
3) F, Rößler, Z. Physik 188, 80 (1952). Er 
4) F. Rößler, Z. Physik 189, 56 (1954). 
15) R. Rompe u. M. Steenbeck, Ergebn. exakt. Naturwiss. 18, 361 (1939). 
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len gefordert wird. Jedoch existierten zwischen nichtangeregten und in ange- 
regten Zuständen (61P,- und 71P,-Zustände mit 6,7 bzw. 8,8 Volt Anregungs- — 
; spannung) befindlichen Hg-Atomen Potentialkurven mit Potentialminima, 
(3) wodurch die Stoßdauer t um eine großen Faktor erhöht sein könne. 2 
Jedoch konnte neuerdings K. Westpfahl?*) zeigen, daß die Stoßdauer u 
t bei Stößen zwischen zwei Atomen nahezu unabhängig von der Form der 
(4) Potentialkurve ist, so daß für das Hg-Atom-Atom-Stoßkontinuum nur eine u 
vail verschwindend kleine Intensität erwartet werden kann. F 
Weiterhin spricht gegen eine Erklärung des beobachteten Hg-Kontinuums a 
enn als Atom-Atom-Stoßkontinuum, daß die Anregungsspannung des letzteren P 
Ben je nach dem Druck im Innern der Quecksilberhochdrucklampen zwischen 
laß 6,7 und 8,8 Volt betragen müsse, während von F. Rößler!?) bei wandstabili- 
Br sierten Hg-Hochdruckbögen im Spektralbereich von 2400—10000 A im zen- 
ehe tralen Bogengebiet für alle Drücke von 1 bis 100 at stets die gleiche Anre- 
ehe gungsspannung von 8,6 Volt gefunden wurde. 
5), 
nen 2. Bisherige Untersuchungsergebnisse beziiglich der Herkunft des Kontinuums 
gs- in Quecksilberhochdruckbögen 
ek. a) Absolute Intensität des ausgestrahlten Kontinuums; Abhängigkeit von der ‘ 
.1), Wellenlänge 
ge- A. Unsöld!8) führt das Kontinuum in Quecksilberhochdrucklampen auf N 
en- ein Elektronen-Ionen-Stoßkontinuum zurück. Als Unterlagen dienten ihm i 
er- Messungen der absoluten Intensität des Kontinuums in wandstabilisierten . 
Quecksilberhochdruckbögen im sichtbaren bis nahen infraroten Spektral- j 
nt- bereich von W. Elenbaas!®). Die Ausstrahlung pro Frequenzeinheit ist über : 
ims den betreffenden Spektralbereich, wie auch Gl. (1) und (1a) erwarten läßt, >| 
eu- einigermaßen konstant. Es ergab sich aber, daß die experimentellen Absolut- : 
der werte für die Strahldichte je nach der verwendeten Lampe 3- bis 10mal größer } 
ehe waren als die theoretischen Werte. Jedoch ist dabei zu berücksichtigen, daß > 
on- die Temperatur nach einem halbempirischen Verfahren aus der elektrischen “ 
9B - Längsfeldstärke (s. W. Elenbaas”)) abgeschätzt wurde. Hierbei geht der : 
to Wirkungsquerschnitt für Elektronen-Atomstöße ein. Er wurde von W. Elen- 2 
ing baas damals als zu klein angenommen (4 - 10-15 cm? an Stelle von 1,2 - 10-1 cm? 4 
ier - nach R. Brode#)). Nach Berücksichtigung der verbesserten Temperatur- 2 
nen werte wird die Übereinstimmung zwischen Experiment und Theorie besser. 
ge, Neuere Messungen der absoluten Intensität des Kontinuums im elektroden- 
0,3 stabilisierten Hochdruckbogen in der Lampe HBO 200 zwischen 2000 und 
7000 A von W. Göing, H. Meier und H. Meinen?!) zeigen eine bessere Uber- 
einstimmung zwischen den experimentellen und den sich aus der Theorie des 
Elektronen-Ionen-Stoßkontinuums ergebenden Werten. Wird Z2y in 
Gl. (la) = 1 gesetzt, so sind die gemessenen Werte nur um einen Faktor <2 
größer als die berechneten Werte. Wegen Z2, > 1 ist die Übereinstimmung 
zwischen Theorie und Experiment befriedigend. sr 
sher 
6) K. Westpfahl, Z. Physik 140, 414 (1955). 
7) F, Rößler, Z. Physik 122, 285 (1944). # 
18) A. Unsöld, Ann. Physik (5) 38, 607 (1938). 
19) W. Elenbaas, Physica 8, 859 (1936). 
*) W. Elenbaas, Physica 2, 762 (1935). 
21) W. Göing, H. Meier u. H. Meinen, Z. Physik 140, 376 (1955). Zt 4 ta 7 
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In der uns kürzlich zur Kenntnis gekommenen Arbeit von L. M. Biber- 
man und W. E. Romanov”) wird noch einmal auf die Abweichungen zwischen 
den gemessenen Werten fiir die Strahldichte des Kontinuums (Angaben nach 
A. Uns6éld#8)) und den nach der Theorie des Elektronen-Ionen-Stoßkon- 
tinuums berechneten Werte hingewiesen. Zur Deutung dieser Abweichung 
wurde die Intensität des Elektronen-Atom-StoBkontinuums für A = 6500 A 
für Quecksilber quantenmechanisch berechnet, wobei für die Wellenfunktion 
eine grobe Näherung verwandt wurde. Die berechneten Werte liegen in der 
Größenordnung der beobachteten Werte. 


; b) Messung der Temperaturabhängigkeit der Intensität des Hg-Kontinuums 


Während die Absolutmessungen des Kontinuums von Quecksilberhoch- 
druckbögen die Deutung des Kontinuums als Elektronen-Ionen-Stoßkon- 
tinuum noch zulassen, ergeben sich aus der experimentell ermittelten Tem- 
peraturabhängigkeit des Kontinuums Abweichungen, die nur aus der Über- 
lagerung zweier Kontinua mit verschiedenen Anregungsspannungen (etwa 
10 Volt für das Elektronen-Ionen-Stoßkontinuum und etwa 5 Volt für das 
Elektronen-Atom-Stoßkontinuum) zu erklären sind. 
F. Rößler!”) fand im zentralen Gebiet von wandstabilisierten Hg-Hoch- 
druckbögen im Spektralbereich zwischen 2400 und 10000 Ä eine Anregungs- 
spannung von 8,6 Volt. 
Auch den Messungen von R. Borchert®) an elektrodenstabilisierten 
Quecksilberhochdruckbögen zufolge ist die Anregungsspannung des Kon- 
tinuums kleiner als die effektive Ionisierungsspannung des Quecksilbers und 
hängt von der Leistungskonzentration (und damit vom lIonisationsgrad) 
ab, in dem Sinne, daß die Anregungsspannung mit zunehmendem lonisa- 
tionsgrad wächst und sich der effektiven Ionisierungsspannung nähert. 
Werte für die Anregungsspannung des Hg-Kontinuums im langwelligen 
Infrarot von etwa 5 Volt ergaben sich aus Messungen der Welligkeit der 
Strahlung von H. Säufferer“) und ebenso aus Messungen der radialen Ab- 
hängigkeit der Strahlung von W. Dahlke®), worauf F. Rößler?%) hinge- 
wiesen hat. 
Unsere Messungen (s. Abschnitt 4) ergeben für das nahe Infrarot bei 
Wellenlängen zwischen 11400 und 16100 A eine temperaturabhängige An- 
regungsspannung, die am Bogenrand etwa 5 Volt beträgt und zum Bogen- 
innern hin zunimmt. 


ce) Messung der Druckabhängigkeit des Hg-Kontinuums 


Messungen der Druckabhängigkeit der Intensität das Hg-Kontinuums sind 


nicht bei konstanter Temperatur, sondern bei konstanter Leistung pro em 


Bogenlänge (W. Elenbaas?’)) und bei-konstanter Stromstärke (J. Bohdans- 
ky28)) durchgeführt worden. Die Autoren glauben jedoch, durch Betrachtung 


22) L.M. Biberman u. W.E. Romanov, Z. Optik u. Spektroskopie 3, 646 (1957). 


23) R. Borchert, Ann. Physik (6) 7, 332 (1950). 


H. Säufferer, Z. Physik 181, 376 (1952). 


2%) W. Dahlke, Z. Physik 114, 205 (1939). T+ 
») F. Rößler, Z. Physik 187, 617 (1954). at eh RE 
27) W. Elenbaas, Philips Res. Rep. 2, 442 (1947). 
®) J. Bohdansky, Z. Physik 149, 383 (1957). iy 4 ar 
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der Druckabhängigkeit der Intensität des Kontinuums relativ zu der von 
Linien den Temperatureinfluß weitgehend eliminiert zu haben, so daß ihr 
Ergebnis das von Messungen bei konstanter Temperatur gleichkommen soll. 
Obwohl über die Gültigkeit dieser Behauptung keine quantitativen Angaben 
gemacht wurden, ist eine monotone Zunahme des Verhältnisses Intensität 
(Kontinuum): Intensität (Linie) mit wachsendem Druck unverkennbar. Dies 
stimmt überein mit der Tatsache, daß für ein Kontinuum bestehend aus der 
Summe von Elektronen-Ionen-Stoßkontinuum und Elektronen-Atom-Stoß- 
kontinuum die monoton zunehmende Druckabhängigkeit 


Intensität (Kontinuum) 

Intensität (Linie) =A+ = const) (9) 
besteht. 

3. Versuchsanordnung 

Zur Messung der radialen Intensitätsverteilung der Strahlung eines elek- 
trodenstabilisierten Hg-Hochdruckbogens wurde eine registrierende Spektro- 
meteranordnung verwendet, die aus einem Spiegelmonochromator von Carl 
Zeiß, einem PbS-Photowiderstand als Strahlungsempfänger und einer Ver- 
stärker-Schreiber-Anlage besteht. Die Anordnung arbeitet nach dem Wechsel- — 
liehtprinzip (s. H. Kindler?®)). 

Das auf den Spektrometerspalt projizierte Bogenbild wurde durch Ver- bs u 
schieben der zu untersuchenden Strahlungsquelle (Quecksilberhöchstdruck- Bu 
lampe HBO 500) mit Hilfe eines Getriebes parallel zur Spaltebene bewegt, 
wobei die Wellenlänge jeweils konstant gehalten wurde. Dadurch konnte in 
einfacher Weise die Abhängigkeit zwischen Intensität und Bogenradius kon- 
tinuierlich ermittelt werden. 

Die Strahlungsquelle brannte mit einer elektrischen Leistung von 500 Watt. 
Um Stromstärkeschwankungen klein zu halten, wurde als Energiequelle eine 
Akkumulatorenbatterie 
großer Kapazität ver- 
wendet. 

Bevor radiale Flä- 
chenstrahldichtevertei- 
lungen von Linien und 
vom Kontinuum er- 
mittelt wurden, mußten 
noch geeignete Wellen- 
längen gefunden wer- — 


den, bei denen die Mes- 
sung nicht durch den en 

+H © 


Linien gestért werden 
konnte. Dazu wurde Abb. 1. Spektrum einer HBO 500 im Bereich von 1,0 bis 
eine Registrierung des 1,8 u 

Spektrums vorgenom- 

men, und an Hand der Registrierkurve (s. Abb. 1) wurden für die Linien 
die W ellenlängen 11287; 1,3950; 15295 A und für das Kontinuum die W ellen- 
längen 11400; 14500; 16100 A ausgesucht. 


~~ ~ 


», H. Kindler, Exp. Techn. Physik 4, 62 (1956). 
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J Die Messung der absoluten Flächenstrahldichte des Kontinuums erfolgte 

durch Vergleich mit einer Wolframbandlampe. Die Bestimmung der absoluten 
Volumenstrahldichte in Lampenmitte erfolgte nach Umrechnung von radialer 
_ Flachenstrahldichteverteilung auf radiale Volumenstrahldichteverteilung. 


Zunächst wurde die radiale Verteilung der Flächenstrahldichten bei den 
Ww ellenlängen 11287, 13950 und 15295 A (Spektrallinien) sowie bei 11400, 
14500 und 16100 Ä (Kontinuum) auf einer Linie in der Mitte des Bogens senk- 
recht zu diesem gemessen. Da die Spektrallinien dem Kontinuum überlagert 
sind, wurden zwecks Erhaltung der Nettoflächenstrahldichten der Linien von 
diesen die Flächenstrahldichten der den Linien benachbarten Kontinua abge- 
fl zogen. 
Die radialen Flächenstrahldichteverteilungen wurden dann nach einem 
numerischen Verfahren®®) auf radiale Volumenstrahldichteverteilungen um- 
gerechnet. Auf Grund dieser wurde die radiale Temperaturverteilung (s. Abb. 2) 
erhalten. Dabei wurde die Temperatur in der Bogenmitte nach Messungen der 
_ Elektronendichte von R.Rompe und P. Schulz (s. P. Schulz?) n,= 
9.101” em?) und nach Berücksichtigung des Drucks von p= 3dat zu 


8000° K angenommen. 


Nn 
~ 7000 


\ 


0 05 1 15 2 
y[mm] 

Abb. 2. Radiale Temperaturverteilung 

im elektrodenstabilisierten Queck- armut der 

silberhochdruckbogen in der Lampe : 11287A und 12 = 15295 A. Bei 

HBO 500 reabsorptionsarmen Linien ergibt 


0 1 2 J 
109 


Abb. 3. Priifung der Reabsorptions- 


PR sich, wie hier der Fall, für die 
u Funktion log Exe f (log €,,) eine 
Gerade 


Um sicherzustellen, daB die Selbstabsorption der Spektrallinien nur gering 
war, wurden die Logarithmen der Volumenstrahldichten ez jeweils einer 
_ Spektrallinie als Funktion der Logarithmen der Volumenstrahldichten e;ı 
jeweils einer anderen Spektrallinie in Diagrammen aufgetragen. Bei selbst- 


3°) Das Koeffizientenschema für die Umrechnung, die matrizenähnlich erfolgte, wurde 
den Tabellen von F. Kümmel (Veröffentlichung demnächst) entnommen. 
31) P. Schulz, Ann. Physik (6) 1, 318 (1947). 
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absorptionsarmen Linien müssen sich Gerade ergeben, was =e Fall war. 
Abb. 3 zeigt das entsprechende Diagramm fiir das Linienpaar 11287 A — 
und 15295 Ä (Ordinate). Darauf, daß die Selbstabsorption bei der Spektral- 
linie 11287 A nur gering ist, wurde auch von R. Borchert?) hingewiesen. 

Um die Temperaturabhängigkeit der Volumenstrahldichte des Kontinu- u 
ums e, bei konstantem Druck in einer Form zu erhalten, bei der die Anre- | 
gungsspannung des Kontinuums direkt ablesbar ist, wurden für jeweils 
3 Spektrallinien (11287, 13950 und 15295 Ä) und den benachbarten Kontinua 
Diagramme log e, = flog (e, : T)) gezeichnet (s. Abb. 4—6). Für den Fall, | 
daß das Kontinuum ausschließlich aus dem Elektronen-Ionen-Stoßkontinuum 
besteht, ergibt sich für die Neigung einer Kurve (s. W. Neumann**)) 


dlogex _ U,ert (6) 
dlog(e,-T) U,’ 
wobei U;,eır die effektive Ionisierungsspannung (~ 10 V) und U, die An- | 
regungsspannung der Vergleichsspektrallinie ist. ’ 
Für den allgemeinen Fall, daß das Kontinuum aus zwei Anteilen (Elek- 
tronen-Ionen-Stoßkontinuum und Elektronen-Atom-Stoßkontinuum) be- 
steht, gilt: £ 


log Er Ux 34) 
dlog(e,-T) U, " 


Nach Gl. (2) und Gl. (4) kann für die Temperaturabhängigkeit des Kon- 
tinuums bei Vernachlässigung der schwach temperaturabhangigen Koeffi- 
zienten geschrieben werden : 


ex (T) = A- exp Vi,en/k T) + B- exp (—e Vi,en/k T). (8) 


Bei relativ kleinen Strahldichten (d.h. bei relativ kleinen Ionisationsgraden) 

überwiegt der Anteil des Elektronen-Atom-Stoßkontinuums zum gesamten 

Kontinuum, und für die Anregungsspannung ergibt sich U, = 40 = 

5,0 + 0,4 V. Mit zunehmender Strahldichte bleibt U’, zunächst konstant und 

wächst dann allmählich (s. Abb. 4—6). Für große Strahldichten ergeben a = 

entsprechend den Neigungen der Asymptoten b: U, = = 10,3 + 0,8V. 
Die Schnittpunkte der Asymptoten «a und b bezeichnen die Stelle, bei der 7 

intensiv sind (¢,, = &,,). In Tab. 2 sind hierfür die entsprechenden Achsen- _ Ds 

abstände, Temperatur, Elektronendichte und Ionisationsgrad angegeben. = 


Weiter enthält Tab. 2 Absolutwerte für die Volumenstrahldichte des Kn- 
tinuums, bezogen auf Frequenzeinheit, und vergleichsweise die nach Br 7 
Theorie des Elektronen-Ionen-StoBkontinuums Gln. (1) u. (la) mit Z3, = as 
berechneten Werte. 


Der Unterschied der Absolutwerte von Spalte 10 und Spalte 11 beträgt 
eine Größenordnung. Dies beweist ebenso wie die Temperaturabhängigkeit 
der Intensität des Kontinuums, daß das Kontinuum aus zwei Anteilen zu- 


sammengesetzt ist, wobei sich der Anteil des Elektronen-Ionen-Stoßkon- ay 


82) R. Borchert, Ann. Physik (6) 7, 321 (1950). 

33) W. Neumann, Ann. Physik (6) 17, 146 (1956). 

34) An Stelle des Gleichheitszeichens steht hier das Zeichen x, da die Temperatur- 
abhängigkeit der schwach temperaturabhängigen Größe S,, in Gl. (4) nicht bekannt ist. 
Das hat eine Unsicherheit bezüglich U, von vermutlich + 0,3 V zur Folge. 
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tinuums nach Gln. (1) und (la) berechnet, allerdings mit einem Wert Z2;; > 1, 
Über den genauen Wert dieser Größe können wegen der Schwierigkeit von 
_ Absolutmessungen noch keine Angaben gemacht werden. 


3 1 2 
— 109 (E,-T) — > 109 (ET) 
Abb. 4 Abb.d 


a A 


A 
2 = Abb. 4—6. Darstellung der Funktionen 


— 
log &x (T) = f (log (e,- T)) für die Linien- 
Ss Kontinuum-Paare 
/ 


= 


4, =11287A, Ag=11400A (Abb. 4), 
1 7 4, =13950A, Ag =14500A (Abb. 5), 
/ = 15295 A, Ag =16100A (Abb. 6). 


/ Aus den Neigungen der Asymptoten a er- 
/ geben sich: U; = 1. U,err = 5,04; 4,74; 
0 bzw. 5,12 V. Mittelwert: 5,0 + 0,4 V. Aus 
2 J = Neigungen der Asymptoten 6 ergeben 

—> 109 sicht Ug = etr = 10,69; 9,00; 11,14V. 
Abb. 6 yt Mittelwert: 10,3 + 0,8 V 


Tabelle 2 


(3) 


(1) 


(4) (5) 


Anregungsspannung des 


Lfd. | Spektrallinie Kontinuum 

Nr. | 
wits 4 Wellenlänge U, Wellenlänge Asymptote a Asymptote b 
I in (A) (A) (V) (V) 


Fe 11 287 11400 5,04 10,69 
13 950 8,62 14500 4,74 9,00 
3 15 295 16100 5,12 11,14 


Mittelwerte 50404 | 103+ 0,8 
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Tabelle 2 (Fortsetzung) 


(6) (7) (8) (9) (10) (11) 


Absolute Strahldichte des 


Gleichheit von e,, und e¢,'; für 
Lfd. oe ne Kontinuums e; in erg/cm? sterad 


Nr. | berechnet nach 
r (mm) |T(°K) | n, (em) 2 gemessen Gl. 
| g mit Z,, 
1 5.56.1035 |] 
9 09 | 4,27 - 10-5 0,51 - 10-5 
3 1,2 4 4,26 109 | 
Mittel- | 
wert 1,1 + 0,1 | 7300 14-10", | 4-16*.. | 


Den Hinweis auf eine verstärkte Bedeutung des Elektronen-Atom-Stoß- 
kontinuums fiir Hochdruckplasmen verdanken wir Herrn Prof. Dr. R. Rompe, 
der diesen auf der Arbeitstagung über Probleme des Plasmas in Physik und © 
Astronomie in Leipzig, Oktober 1956, gab. Ihm sei fiir die Anregung zu dieser 
Arbeit sowie fiir aufschluBreiche Diskussionen vielmals gedankt. 


Berlin, Technisch-Physikalisches Institut der Deutschen Akademie der 
Wissenschaften, Bereich Strahlungsquellen. 


Bei der Redaktion eingegangen am 20. Oktober 1958. 


| 


Same, 


t von 
| 
7 
| 
i 
ye 
E 
= 
9 - 
0 
4 
0,8 


Anwendung eines einfachen Variationsverfahrens 


7 ire auf die Bindungsenergien leichter Kerne 
Inhaltsübersicht 
+’ Ausgehend vom Hartree-Fockschen Energieausdruck mit den Kigen. 
_ funktionen des Harmonischen Oszillators und einem einfachen Ansatz für 
Pr die Spin-Bahndrehimpuls-Wechselwirkung werden Gleichungen für die Bin- 
> _ dungsenergien aufgestellt. Durch Anwendung des Variationsverfahrens in 


Aus dem Vergleich mit den empririschen Bindungsenergien und aus den Ex- 

tremalbedingungen ergeben sich Gleichungen für die Wechselwirkung: 
_ parameter. Ferner werden ‚Kernradien‘‘ berechnet und eine Abschätzung 

für die (in dieser Arbeit vernachlässigte) Tensorwechselwirkung gegeben. 


$ 1. Einleitung 


Der große Erfolg des Schalenmodells in den Jahren 1950 — 53 führte dazu, 
u daß man versuchte, das Einteilchenmodell soweit zu verbessern, daß man 
auch quantitativ Übereinstimmung dort erhielt, wo das Schalenmodell in 
seiner ursprünglichen Form nur qualitative Aussagen machen konnte. 
N, Im Rahmen des Einteilchenmodells ist die beste Annäherung an das 
 Mehrteilchenproblem, das der Kern darstellt, die Focksche Näherung. Selbst, 
wenn man nur Zweiteilchen-Zentralkräfte annimmt, ist die strenge Lösung 
der Fockschen Gleichungen eine Aufgabe, die nur mit Hilfe großer Rechen- 
geräte zu bewältigen ist. Beschränkt man sich auf einfache Rechenmaschinen, 
so ist die Rechnung nur in weitergehender Näherung durchführbar. In der vor- 


liegenden Arbeit wird das Variationsverfahren in der einfachsten Form mit 

Film, einem verfügbaren Parameter angewendet. Da die Eigenfunktionen des 

ui _ Harmonischen Oszillators verwendet werden, die nicht allzusehr von der 

u © strengen Lösung abweichen dürften, steht zu hoffen, daß die Ergebnisse nicht 
zu sehr von dieser Näherung abhängen. 


Für die Wechselwirkung wird ein Ansatz gemacht, der gewöhnliche und 

_ Austausch-Kräfte enthält. Die Form des Potentials ist die Gaußsche 
7 Fehlerfunktion, die wegen der bequemen Integration gewähit wurde. Die 
Coulombwechselwirkung läßt sich streng berücksichtigen ; hinzugenommen 

wurde noch eine Spin-Bahndrehimpuls-Wechselwirkung in der einfachst 

möglichen Form: proportional zu .Y/;-8,;. Tensorkräfte und Mehrteilchen- 


kräfte wurden nicht berücksichtigt. 
Mit diesem Schema wird jetzt nicht versucht, durch Annahmen über die 
verschiedenen Wechselwirkungsparameter die Bindungsenergien der leichten 
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Kerne auszurechnen, sondern die Bindungsenergien dienen zur Berechnung 
der Wechselwirkungskonstanten. Diese Verfahrungsweise führt dann natürlich 
dazu, daß die Parameter von der verwendeten Näherung abhängen. Neben 
dieser etwas eingeschränkten theoretischen Bedeutung ist das Ergebnis 
auch von praktischem Nutzen, weil in vielen Rechnungen die hier verwendeten 
Annahmen gemacht werden. Weil die Rechnungen für eine größere Zahl von 
Nukliden gemacht werden, für die Kerne der 1s- und 19-Schale, kann man 
nämlich Hinweise auf die Güte einer entsprechenden Näherung erhalten, die 
man bei Anwendung auf einen einzelnen Kern nicht erhält. 
4 

In der Rindeiung wurde schon erwähnt, daß die Eigenfunktionen des u 
Harmonischen Oszillators verwendet werden sollten. Als Einheiten werden 
wir also folgende Größen einführen: 

Energieeinheit: A @,/2 

Längeneinheit: |/ A/m w, = wobei m die folgende Masseneinheit ist. 

Masseneinheit: m = > (m, + my) = 1,67359 - 10-*4 g (das arithmetische 


Mittel zwischen Protonen- und Neutronenmasse). 

©, wird später so bestimmt, daß die zugehörige Längeneinheit die Reich- 
weite der Kernkräfte ist. Da sie vorläufig noch unbekannt ist, wählen wir 
h o,/2 = 10 MeV, eine vernünftige Größenordnung für die Bindungsenergien 
der Kerne. Die Längeneinheit ergibt sich dann zu 1,439 93 - 10-13 cm. 

Führen wir später als Längeneinheit die Reichweite / ein, ! gemessen in den 
obigen Längeneinheiten, so ist die Energieeinheit dann 10//? MeV. 

Bei den Rechnungen brauchen wir noch e? in den angebenen Einheiten. Es 
ergibt sich e? = 0,099996; bzw. e? = 0,099 996 - 1. 

Die Energieeigenwerte des H.-O. sind bei unserer Einheitenwahl 2 » + 3 
(n ganz > 0). Die zugehörigen Eigenfunktionen sind bis auf einen Nor- 
mierungsfaktor 


eri2 —et, k+ltm=n, k,l,m ganz > 0. (1) 
éx* dy’ az™ 

In der Hartree-Fockschen Näherung gehen in den Energieausdruck nur 
die gemischten und gewöhnlichen Dichten ein. Wir benötigen nur die gemischte 
Dichte, die gewöhnliche ergibt sich als Spezialfall. Für die einzelnen Energie- —__ 
niveaus ergibt sich bei vollständiger Besetzung für die gemischte Dichte de __ 
Rekursionsformel 


Der Beweis folgt sofort aus der Rekursionsformel fiir die Hermiteschen Poly- 
nome 


H? (x) dx n! Va. 
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Für den Grundzustand n = 0 ist die gemischte Dichte Bern if 


(6) 


n = 2: (t, = — [4 — 2 (r® + + 3]; 


usw. nach (2). Man sieht aus der Rekursionsformel, daß die gemischten 
Dichten Polynome sind mit dem allgemeinen Glied 
Die gewöhnliche Dichte ergibt sich aus der gemischten durch 
o()=e(t,r). (8) 


Bei den Gin. (5) und (6) wurde der Spin und der Isotopenspin nicht berück- 
sichtigt. Für die Hartree-Focksche Näherung genügt folgende Index- 
schreibweise : 


u > die oN Dichte der Neutronen mit positiver Spinrichtung, 
ae ‘ on Dichte der Neutronen mit negativer ne (9) 
0p, Op die entsprechenden Protonendichten. 
Ferner bezeichnet: | 


Oy = ON + ON 0, entsprechend, 
ot = oN + oD o~ entsprechend, 
ie 


Die Argumente fehlen, da die Bezeichnungen für gewöhnliche und gemischte 
Dichten gelten sollen. 


$3. Die Ansätze für die Wechselwirkungen 


Für die Wechselwirkung Gurch zentrale Zweikörperkräfte verwenden wir 
das GauBsche Potential ~ exp {— (r/l)?}, das auf streng lösbare Quadra- 
_ turen führt. Im Fall abgeschlossener Tastes lassen sich die Integrale zuriick- 
4 führen auf das Integral 


+ (11) 


Dieses Integral und die weiter unten angegebenen lassen sich durch Drehung 
im 6dimensionalen (r, t’)-Raum elementar integrieren. Als neue Koor- 

ae wählt man die Polarkoordinaten von r+ r’ und r— r’. Die Lösung 
von (11) ist: 
(11) = a B— ye. (12) 


Durch partielle Differentiation nach a, 8 und y erhält man die benötigten 
Integrale. 


typ 


und 


+ 
daraus ergibt sich fiir ff 
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Entsprechend geht man bei der Coulombenergie vor: dort econ a 


man, um kompliziertere Ausdriicke zu vermeiden, am besten die Integrale dam 
OF exp{-art— : dv do! = 228 (a BV Vo + B), 
ff exp {— a (r? + r’2) +2yr- 7 de ak 
(6) Arg 
= + y)Va—/). 
Für nicht abgeschlossene Niveaus benötigt man noch folgende Integral. 
schten typen: im Fall der Kernkräfte 
4(1 + 
rick) exp tr a (t— yy’ dudv ~ 4 (1+ 2a)" 
index-} und im Fall der Coulombkräfte 
F 
t-r| V22 40 
Diese Integrale reichen aus für die Kerne der 1-s und 1 p- Schale. Für schwerere BR 
(10)] Kerne steigt der Aufwand stark an, deshalb sollen die Rechnungen zunächst = 
auf diese Kerne beschränkt bleiben. BR u 
Wir wollen sowohl gewöhnliche (Wigner-) als auch Austauschkräfte ben 
ischte! annehmen. Die Anteile der Wigner-(W), Majorana-(M), Bartlett-(B) 2, 
und Heisenberg-(H) Kräfte zur Wee ergeben sich zu 
Ey [SV le‘) dv dv’ — J {eh 
n wir + |ox (t, v’)?| + lop (1, + lop t’) dv de’, 
ıadra- Mrr 
wück-] By =—F SJ {oh (0) + on (t') + of (2) 
+ Op (t) Op (t’)} dv dv’ + V (v, v’)| o (t, v’) dv de’, 
ll 
E,= Pry V (t, t’) {ot (x) oF + 0” (t) (v’)} dv de’ 
7 H r 
fon (0) oy + gp (1) 0, dv dv’ 


Zur Definition dieser Kräfte und zur Berechnung der obigen Gleichungen ver- 
gleiche z. B.1). Die Abkürzung V (r, r’) steht in allen Fällen für das von uns 
gewählte Potential er, 
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V (x, = K - exp {— (r — r’)?/P}. (26) 


In der Anwendung auf die Kerne von D? bis O" treten nur drei linear un- 
abhängige Kombinationen der Koeffizienten W, M, B und H auf 


W BH B H 


Einen Normierungsfaktor, der auf Grund der Gin. (21) bis (25) noch frei war, 
haben wir durch die Bezeichnungen ‚‚1-- x“ und ‚x‘ gewählt, denn es gilt 


W+M=43, an 
W+M+B+H=1. 


Zur Berechnung dieser Größe benötigen wir aber y. das bei unseren Rech- 
nungen erst später auftritt als die Kombination (27). 

Außer den bisher genannten Wechselwirkungen soll nur noch eine Spin- 
Bahndrehimpuls-Wechselwirkung berücksichtigt werden in der einfachsten 
möglichen Form 


| 
= § 4. Das Variationsverfahren 
ae Das Variationsverfahren beschrankt sich auf eine Koordinatenstreckung. 


Ber die Elektronenhülle der Atome wurde dieses Verfahren von W. Kohn?) 
angewendet. Man geht dabei von einer Eigenfunktion yo) (v) über zu 
= Yo) (Ar) (N = Teilchenzahl). (30) 


Für die kinetische Energie Z, und die Coulombenergie E, gilt dann 


entspricht yo (t)]. (32) 
Für die W echselwirkung auf Grund der Kernkräfte gilt keine so einfache 
Relation, da wir es in (25) nicht mit einer homogenen Funktion zu tun haben. 
Trotzdem können wir durch Koordinatentransformation erreichen, daß sich 

E, (die potentielle Energie der Wechselwirkungskräfte) geschlossen darstellen 


läßt in der Form 
E, =F (4, (33) 
oder später, nachdem / = 1 gesetzt wurde = 

E, =G (A). 


u 1) W. Heisenberg, Theorie des Atomkerns. Göttingen 1951, S. 64. re 
“ 2) W. Kohn, Physic. Rev. 71, 635 (1947). TE 
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ant 


@ ist hierbei, wie sich aus (12) und (15) bis (17) ergibt, ein Bruch, dessen Zähler Ei 
ein Polynom in A ist, während im Nenner eine Potenz von (22 + 2)" steht. 
Die Koeffizienten im Zählerpolynom sind dabei nur Funktionen von y). a 

Als letztes ist noch die Spin- Bahndrehimpuls- Wechselwirkung zu berück- — $” Eu 
sichtigen. Für die Konstante U in (29) machen wir den Ansatz ee 


U =2# Vo). (35) 
Die Proportionalität mit 7? ergibt sich dimensions...äßig aus einem Ansatz der — ur 


Form [vgl. dazu z. B. )] 


Zusammenfassend ergibt sich 
—=E,+tEc+#, +E, (B > 0 ist die Bindungsenergie), 
= + A Eo (0) + G (A) — Uo) = 3,, 


7 


und aus der Extremalforderung 


(38) 


Aus diesen beiden Gleichungen lassen sich natürlich bei einem bestimmten — 
Kern nicht alle Wechselwirkungsparameter bestimmen. Wir werden mit be- — 
sonders einfachen Kernen beginnen und die Parameter dann sukzessiv be 
stimmen. 

Noch zwei Bemerkungen. Zunächst zur kinetischen Energie. Der 
Virialsatz ergibt für den Harmonischen Oszillator E, = E/2. Aber davon 
ist noch die kinetische Energie der Schwerpunktsbewegung abzuziehen. Die 
Ergebnisse der dazu notwendigen elementaren Rechnungen sind bei den 
einzelnen Kernen angegeben. 

Die andere Bemerkung bezieht sich auf den Ansatz (35). Bei den weiter 
unten angegebenen Rechnungen wurden probeweise auch die 0. und 1. Po- — 


zu positiven Lösungen für A, und nur solche Werte führen auf physikalisch pr 
sinnvolle Ergebnisse. 


$5. Bestimmung von K und I 


Zunächst wurde der Versuch unternommen, die Sättigungsbedingung 
x = 0 [vgl. dazu*)] mit zu berücksichtigen. In diesem Fall sind für Het und 
01% außer den beiden A-Werten K und / die einzigen Unbekannten. Versucht 


so ergibt sich, daß die Kurven K (I) für He* und O1$ für positive l-Werte sich 
nicht schneiden. Die Bedingung x = 0 wurde deshalb fallengelassen. “i 

Unabhängig von der Sättigungsbedingung hängen nur von K und/ die | 
Bindungsenergien von H3, He? und He* ab. Bei H? würde der Singulett- 
zustand auch nur von diesen Parametern abhängen, nicht jedoch der Grund- 


3) J.P. Elliott and A. M. Lane, The Nuclear Shell-Modell, S. 379, im — > 
der Physik Bd. 39, Berlin 1957. 
4) H.A. Bethe and R. F. Bacher, Rev. mod. Physics 8, 82 (1936). eu Br‘ 


Ann. Physik. 7. Folge, 
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. man aber ein Wertepaar K und / zu finden, das allen 4 Gleichungen genügt, 
| 


Sur 


226 Annalen der Physik. 7. Folge. Band 3. 1959 


zustand, der Triplettzustand. Die Unabhängigkeit von der Sättigungs. 
bedingung kommt dadurch zustande, daß im 1s-Zustand des Harmonischen 
Oszillators gilt |, (t, t’)|? = 9, (t) 0, (t’). Von den oben genannten Kernen 
wurden He* und He* ausgewählt zur Parameterbestimmung. Auf die Gründe 
dieser Wahl werden wir bei der Berechnung der Bindungsenergie von H? 
noch einmal zurückkommen. Es gilt für He? 


(1 + 2«) ls 42 12 
Die Reihenfolge der Glieder entspricht der Gl. (37) (E, = 0). Für Het gilt 
entsprechend 
8K 
B=4542+(0% (0 
2a)" 


wir 


Zu diesen Gleichungen kommen noch die Extremalbedingungen ir 


> (1 + 
N: Aus den letzten vier Gleichungen berechnen wir die Kurven K (l) für die 
beiden Kerne. Der Schnittpunkt liegt bei 


K = 1,936574, 1,774786. (43) 
Die zugehörigen A-Werte sind A 


He?: 0,827515, Het: 0,974892. (44) 


In den folgenden Paragraphen werden wir / als Längeneinheit verwenden. 
Die Energieeinheit ist dann 3,174738 MeV; und es gilt in den neuen Einheiten 


= 0,177472, = 6,094000. (45) 


Mit den bisher ermitt- ten Parametern können wir die Bindungsenergie 
von H® ausrechnen. Da es sich um Spiegelkerne hendelt, ist der Energie- 
ausdruck der gleiche wie bei He? bis auf die Coulom bwechselwirkung, die 
bei H® natürlich null ist. 

Aus der entsprechenden Extremalbedingung ergibt sich 


A = 1,4833. (46) 

> 

nt = Die Bindungsenergie errechnet sich dann aus dem Energieausdruck zu 
Boer = 8,514 MeV, der exp. Wert ist 8,483 MeV. (47) 


Die benutzten experimentellen Werte in dieser Arbeit sind die von Mattauch 
und Mitarbeitern berechneten Ausgleichswerte®). Die Übereinstimmung in (47) 
ist durchaus zufriedenstellend, wenn man berücksichtigt, daß die Tensor- 
kräfte vernachlässigt sind. Die Anpassung geschah aber an zwei Bindungs- 
energien, von denen die eine (He?) sicher einen Beitrag von Tensorkräften 
enthält, die andere ebenso sicher keinen. Da wir Kerne, bei denen die Tensor- 
kräfte eine Rolle spielen, mit denselben Parameterwerten beschreiben wollen 


— 


5) J. Mattauch, L. Waldmann, R. Bieri u. F. Everling, Z. Naturforschg. 11a, 


526 (1956). 


He (41) 


(42) 


i 


wie 
zus: 
keil 


zu 
met 


Aus 
min 


Ein 
im} 


Wi 


unt 


i 
4 
| 
Es 
die 
Die 
W 
erg 
gel 
im 
Sp 
> 


ungs- 
schen 
ernen 
ründe 


n He 


(39) 
gilt 


(40) 


(41) 
(42) 
ir die 
(43) 


(44) 
iden. 
eiten 

(49) 
ergie 
Tgie- 
, die 


(46) 
k zu 

(47) 
‚uch 
(47) 
nsor- 
ings- 
iften 
nsor- 
ollen 


11a, 


W.Inthoff: Variationsverfahren für die Bindungsenergien leichter Kerne — 


wie die anderen Kerne, bei denen sie keine Rolle spielen, mußten wir also He* ; 
zusammen mit einem Kern der Massenzahl 3 verwenden. (47) zeigt, daB es _ 
keine groBe Rolle spielt, welchen von beiden wir wahlten. 


§ 6. Bestimmung von und y 
Bei der Bestimmung von x haben wir nicht unter mehreren Möglichkeiten un 
zu wählen. Der einzige Kern im betrachteten Intervall, der als weiteren Para~- = 


meter nur x enthält, ist 01%. Sein Energieausdruck lautet 


— B = 33,694727 22 + 2,938262 2 — eat Sn (424 + 1622 + sy) 


Aus dieser Gleichung können wir mit Hilfe der Extremalbedingung x eli- 
minieren. Die resultierende Gleichung für A hat dann die Lösung 


nsetzen in (48) ergibt 
Ki (48) erg 


x = 0,247381. (50) 
Auch bei y haben wir keine Auswahl; nur H? hat keine Spin-Bahndreh- oo 
impuls-Wechselwirkung. Der Energieausdruck lautet 


12y—4 KR 
3 (24 


B=15% + (51) = 


Wie bei 016 errechnen wir zunächst A 


4 = 1,396218, (52) 
und daraus mit (51) y heir 
y = 0,761323. (53) 


Es ist vielleicht noch zu bemerken, daß x in den Ausdruck (51) nicht eingeht, 
die Bestimmung von y also unabhängig von der Erfüllung der Sättigungs- 


bedingung. 
Mit y können wir jetzt W -- M — B-— H ausrechnen 


(54) 


Diese Größe wird benötigt fiir den Vergleich mit nea Missen, die auf = 
W+M-+ B+ H=1 normiert sind. Der Quotient j 


(W+ M—- B- 
ergibt sich bei uns zu 0,558, Rosenfelds®) Wechselwirkungsparameter er- 


§ 7. Anwendung der Theorie auf die übrigen Kerne Ai At ae 


Bei der Anwendung auf die restlichen Kerne der 1p-Schale ist das Problem 
immer das gleiche: Unbekannt sind die A-Werte und die Konstante( ?) der 
Spin- -Bahndrehimpuls- Wechselwirkung. Es ist nun so, daß durch die Ver- 


®) L. Rosenfeld, Nuclear Forces. Amsterdam 1948, S. 233. 
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nachlässigung der Tensorkräfte es nicht möglich ist, ein für die ganze 1p. 
Schale konstantes oder schwachveränderliches Ug) zu finden. Deshalb gehen 
wir so vor, daß wir aus der Gleichung für die Bindungsenergie und der Ex. 
 tremalbedingung U,) eliminieren und zunächst A bestimmen. Die Glei- 
chungen für A haben zwei positive Lösungen, von denen aber nur die eine auf 
ein Maximum der Bindungsenergie führt. Aus der Energiegleichung wird 
dann mit Hilfe des A-Wertes U, berechnet. 

Die allgemeine Form der Wechselwirkungsenergie E,, ist für die betreffenden 
Kerne 

Diese Koeffizienten a; sowie Eg,o, und Lx) sind in der Tab. 1 ee 
Die Werte fiir Ex.o) sind fiir zwei Kerne gleicher Masse nicht immer iden- 
tisch, ebenso sind die a, verschieden. Wenn die Kerne durch den Kernspin 
sich unterscheiden, wie z. B. Li® und Be®, muß das bei der Aufstellung der 
Funktion yo) berücksichtigt werden. Ein Nukleon bringt dann eine neue 
Eigenfunktion der H. O. herein, obwohl die anderen noch nicht voll besetzt 
sind. Dies führt dann auf die oben angeführten Unterschiede. 

Zunächst war versucht worden, die Kerne der 1p-Schale in einer statisti- 
schen Näherung zu behandeln, indem der Dichteanteil dieser Schale pro- 
portional zum Anteil bei O!% gesetzt wurde. Dieses Verfahren wurde bei (® 
angewendet und ergab, daß bei diesem Ansatz keine positive Lösung von / 
existiert. 


Tabelle 1 
a, A, As | Ex 0 | 
He® | 1,123691 4,747381 5,000 000 6,833333 0,141603 
Lié 1,123691 4,747381 5,000000 6,833 333 0,354008 
He® 1,366 719 5,733 438 6,358014 9,186 275 0,141 603 
Li® 1,461 376 5,922 753 6,641 986 9,186 275 0,354 008 
 L’ 1,871072 7,242143 8,500000 | 11,545775 0,354.008 
Be’ 1,871072 7,242 143 8,500 000 11,545 775 0,682054 
Lis 2,159683 8,319 365 9,833333 | 13,990654 0,354.008 
Be® 2,494 760 8,989 524 11,000000 13,905 152 0,682 054 
Be® 2,742143 9,984 286 12,500000 16,375 648 0,682 054 
B® 2,742143 9,984 286 12,500000 16,375 648 1,090 343 
Be! 3,108862 11,217 724 14,358014 18,837141 0,682054 
3,108862 11,217 724 14,358014 | 18,837141 1,614274 
Bw 3,203519 | 11,407039 14,641986 | 18,837141 1,090 343 
Bu 3,736 905 12,973810 17,000000 21,289 771 1,090 343 
cu 3,736 905 12,973810 17,000000 21,289 771 1,614274 
B!? 4,149 207 14,298413 18,833 333 23,767 636 1,090 343 
ce 4,484 286 14,968 572 20,000 000 23,733 607 1,614 274 
(13 4,855 358 16,210 715 22,000000 26,227 513 1,614274 
N18 4,855 358 16,210 715 22,000000 | 26,227513 2,218 447 
cue 5,345 767 17,691 534 24,358014 28,711 783 1,614 274 
ou 5,345 767 17,691 534 24,358014 | 28,711783 2,938 262 
NI4 5,440 424 17,880 849 24,641986 | 28,711 783 2,218447 
N15 6,097 501 19,695001 27,500000 | 31,210120 | 2,218447 
015 6,097 501 19,695001 _27,500000 31,210120 |  2,938262 


Von den Ergebnissen fassen wir in der Tab. 2 folgende Größen zusammen: 
Ue, Ue) und A. Man sieht, daß U) für C den tiefsten 
t v 
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Tabelle 2 
Un = 3; | Uw) ~ 8; | 
He5 0,840 1,680 1/2 1,5879 
Lis 0,871 1,742 1/2 1,5847 
He® 1,276 1,276 1 1,5149 
Lis 1,240 1,240 1 1,5493 
Li? 1,430 0,953 3/2 1,5494 
Be? 1,422 0,948 3/2 1,5295 
Li8 1,759 0,880 2 1,4975 
Be’ 1,878 0,939 2 1,6151 
Be® 2,359 0,943 5/2 1,5625 
B® 2,381 0,953 5/2 1,5555 
Be! 2,787 0,929 3 1,5499 
Bo 2,477 0,826 3 1,5494 
c10 2,760 0,920 3 1,5315 
Bil 2,549 0,728 7/2 1,5599 
cu 2,526 0,722 7/2 1,5505 
2,344 0,586 4 1,5420 
cr 2,292 0,573 4 1,5851 
C8 2,445 0,815 3 1,5656 
N13 2,444 0,815 3 1,5579 
14 2,313 1,157 2 1,5527 
Nit 2,078 1,039 2 1,5558 
ou 2,305 1,153 2 1,5400 
N15 1,351 1,351 1 1,5520 
015 1,358 1,358 1 1,5450 


Wert erreicht und nach kleineren wie auch nach größeren Kernen hin ansteigt. 

Diese Zunahmen dürften eine Folge der Vernachlässigung der Tensorkräfte 

sein, da bei den Kernen mit der größten Abweichung, ein besonders großer 

Beitrag der Tensorkräfte zur Bindungsenergie zu erwarten ist. Zur Tab.2 

ist noch zu bemerken, daß U.) 1, 3; und U, in der Energieeinheit, diein 
a 


§ 5 eingeführt wurde, angegeben sind. _ oe 


§ 8. Berechnung der Kernradien 2 
Bei den durchgeführten Rechnungen wurde nicht nur der hier beschriebene 
Weg gegangen, sondern auch versucht, durch kleine Änderungen der Methode | 
die Empfindlichkeit der Parameter zu testen. Als besonders unempfindlich 
zeigte sich hierbei der Parameter //A. Es ist also zu erwarten, daß auch Größen 
wie die Kernradien sich im Rahmen dieser Theorie mit guter Genauigkeit be- __ 
rechnen lassen. Ob der F,rmfaktor, der durch die Wahl der Eigenfunktionen => 
festgelegt ist, zuverlässig ist, kann auf Grund der bisher vorliegenden ex- _ 
perimentellen Ergebnisse noch nicht gesagt werden. Wir werden deshalb den = 
sogenannten r ms-Radius berechnen. Der rms-Radius ist die Wurzel aus dem 
Mittelwert von r?, wobei die Mittelung über das Kernvolumen mit der Proto- 
nendichte als Gewichtsfunktion erfolgt. Außer diesem Radius wird sass — 
in der Literatur der äquivalente Kernradius angegeben ERS ER 


Aus diesem Radius kann dann ein äquivalenter Protonenradius ry = Ry q/A1/? ae 
werden. 
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In der Tab. 3a geben wir den rm s-Radius und r, nach den vorliegenden 
Rechnungen an, in 3b den rms-Radius nach Messungen von Hofstadter und 
Mitarbeitern?) unter Berücksichtigung neuerer Ergebnisse®). Alle Größen 
in der Einheit von 10-1 cm. 


Tabelle 3a 


R,ms R, ms 

H? 2,343 2,40 Bie 2,387 1,432 
H3 2,127 1,907 (10 | 2457 | 41,472 
He? 2,13 1,909 Bu | 2,37 | 1,377 
Het 1,809 1,471 cu 2,425 | 1,421 
Hes 1,967 1,485 Bl 2,40 | 1,858 
Lis 2,183 1,650 (iz 2,38 | 1,343 
He® 2,065 1,469 (13 2,40 1,318 
Lis 2,23 1,587 N13 2,44 | 1,340 
Li? 2,23 1,504 cu 2,42 1,297 
Be? 2,362 1,595 Nu - 2.445 1,312 
Li8 2,31 1,493 ou 2,467 1,322 
Bes 2,237 1,445 N15 2,445 1,312 
Be® 2,31 1,436 015 2,467 1,323 
B® 2,38 1,478 015 2,465 1,264 
Be™ 2,33 1,398 


: Übereinstimmung besteht nur bei C!?. Die beiden Vergleichswerte für 
SER H? und He? liegen deutlich unter den hier angegebenen Werten. Versucht 
ee man aber so vorzugehen, daß fiir Het Bindungsenergie und Protonenradius K 
| und / bestimmen, so werden die Werte 
Tabelle 3b fiir Li® und Be® noch kleiner, die Differenz 


ee 2 R zu den Werten von Hofstadter und Mit- 
Br. | ns Men. arbeiter wächst dann also an dieser Stelle. 
H: 1,96 Be? 2,80 Hinzu kommen noch theoretische Bedenken 
Ve 1,61 | cı 2,37 bei der Anpassung des Protonenradius. Es 
BR Be Lis 2,83 | 0% 2,64 steht nicht fest, ob der Formfaktor des 
2,71 * Protons bezüglich der Coulombwechsel- 
; ar nicht sehr zuverlässig bekannt wirkung gleich dem Formfaktor der Nu- 
EN NR kleonen bezüglich der Kernkräfte ist. Ferner 
ist unklar, wie weit beim vorliegenden Verfahren der Formfaktor durch 

die Reichweite absorbiert wird. 
2.0.0... Pie A-Werte in Tab. 2 unterscheiden sich nicht unwesentlich von den 


man für Spiegelkerne die Differenz der Bindungsenergien gleich der Differenz 
der Coulombenergien setzt. Für die Spiegelkerne errechnen sich die in 
Tab. 4 angegebenen Werte A,. Zum Vergleich sind die Werte aus Tab. 2 
hinzugefügt. 


2 Werten, die man erhält, wenn man den A-Parameter dadurch bestimmt, daß 


Man sieht, daß die A,-Werte teils über teils unter den A-Werten liegen. 


achtet worden. Die r,-Werte, die mit den angegebenen A,-Werten berechnet 


?) R. Hofstadter, Rev. mod. Physics 28, 214 (1956). 
8) U. Meyer-Berkhout, private Mitteilung. 
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wurden, stimmen gut mit den Ergebnissen von Carlson und Talmi überein. 
Da die Berechnung von A, keine Rücksicht darauf nimmt, ob die A-Werte 
bei dem Paar von Spiegelkernen gleich sind oder nicht, kann man annehmen, 
daß die r,-Werte in Tab. 3 eine Verbesserung darstellen. Die r,-Werte liegen 
höher als bei schweren Kernen, 

da sie aber stark abfallen, ist es Tabelle 4 

durchaus wahrscheinlich, daß sie f f 

sich für schwere Kerne den dort 

gemessenen Werten annähern. 


>> 
© 


Anders ist es mit den Diffe- = 2 
renzen zwischer Tab. 3a und 3b. 4-. 3: 1,700 1.4833 1,468 
Dort sieht es doch so aus, als ob A 5:1,210 1,5897 1,5847 
ein systematischer Fehler vorliegt. 4 7: re 1,5494 | 1,5295 
Ob eine Berücksichtigung der A 1,488 1,0086 | 1,5886 

A 11: 1,662 1,5599 1,5505 
Tensorkraft nara enier a Bowe, A 13: 1,566 1,5656 | 1,5579 
kann erst die Rechnung zeigen. A = 15: 1,526 1,5520 | 1,5450 


$ 9. Diskussion der Ergebnisse 


Die Möglichkeit, aus der vorliegenden Theorie Kernradien zu berechnen, 


wurde schon im vorangehenden Paragraphen besprochen. Die Wechsel- 
wirkungsparameter dagegen sind schwieriger zu beurteilen. Zunächst überrascht 
die Reichweite der Kernkräfte, die deutlich größer ist als die entsprechenden 
Werte beim Zweikörperproblem. Dies liegt zum größten Teil an der Vernach- 
lässigung der Tensorkraft. Bei einer Anpassung an Bindungsenergie und 
Protonenradius von He? ergibt sich nämlich eine Reichweite, die auch sonst 
gefunden wird, nämlich: 2,0 - 10-3 cm. Dafür ergibt sich allerdings die Bin- 
dungsenergie von He? völlig falsch. Die Vergrößerung der Reichweite wirkt 
natürlich ein auf die Größe von K. Bei kleinen Änderungen der Reichweite 
bleibt nämlich X - 1? konstant. 

Die beiden anderen Parameter x und y sind von der Anpassung nicht so 
abhängig. Schon in $ 6 wurde gezeigt, daß der y-Wert gut mit anderen Werten 
aus der Literatur übereinstimmt. 

Beim Parameter x ist diese Übereinstimmung nicht vorhanden. Wenn 
auch schon in anderen Arbeiten, z. B.!0), sogar noch größere Werte für x 
angegeben wurden, so gilt die Sättigungsbedingung doch immer noch als er- 
forderlich für Kernkräfte mit reinem anziehenden Potential. Da die Arbeiten 
zum Bruecknerschen Kernmodell aber gezeigt haben, daß das Verhalten bei 
Zweierstößen im Kernmedium ganz anders ist als im freien Raum, s. z. B."), 
ist abzuwarten, wie eine Ausweitung der Theorie auf schwere Kerne sich auf 
den Parameter x auswirkt. 

Die Schwierigkeiten, den Parameter Ui) zu bestimmen, wurden schon er- 
wähnt. Es läßt sich kaum mehr sagen, als daß der Wert für C! eine grobe Ab- 
schätzung nach oben liefert. Der Wert ist: 


Us & 1,82MeV; zum Vergleich: U,o)= 1,554 MeV. (57) 
0) J. M. Soper, Philos. Mag. (8) 2, 1219 (1957). 
unse) L.C. Gomes, J. D. Walecka and V.F. Weisskopf, Ann. of Phys. 8, 241 
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Der Vergleichswert ist der Arbeit!) entnommen. Mit der Abschätzung aus 
(57) läßt sich jetz aber der Einfluß der Tensorkräfte, natürlich auch nur seht 
_ grob, abschätzen. Für den Anteil der Tensorkräfte E, ergibt sich so 


Er + (U, — 0,573) S1;-38;; Einheiten von $5. (58) 

_ Außer der Ungenauigkeit in Uj) muß man hierbei berücksichtigen, daß ein 

Teil der Tensorkräfte schon in die übrigen Wechselwirkungsparameter ein. 


Bis jetzt beschränkte sich die “Diskussion auf Ergänzungen der Theorie, 
die ohne grundlegende Anderung des Ansatzes vorzunehmen sind. Eine ge. 
ringfügige Änderung, die gerade im Fall der Massenzahlen am Beginn und am 

Ende der 1p-Schale die Ergebnisse verbessern könnte, wäre die Benutzung der 
Eigenfunktionen eines anisotropen Oszillators. Eine gleiche Wirkung ver. 
spricht die Konfigurations-Mischung, d.h. Mischung von Eigenzuständen, 


gezwungen, eine Auswahl unter den Linearkombinationen zu treffen, die 
überhaupt zu Lösungen für den Parameter A führten (vgl. $ 7). Die Form der 
Eigenfunktion, die gewählt wurde, zeigt dann die Züge eines «-Teilchen- 
 modelles. Es kann nicht gesagt werden, ob für eine verbesserte Theorie diese 
Notwendigkeit auch noch besteht. Das strenge «-Teilchenmodell liefert 
zwar wesentliche Züge der Spektren, zeigt aber auch einige Unstimmigkeiten 
[vgl. hierzu z. B.2)]. 

Zu grundlegenden Änderungen der Theorie würden vor allem zwei An- 
nahmen führen, erstens die Berücksichtigung der Korrelation und die Ein- 
führung eines Potentials mit abstoßendem Kern. Über eine Einwirkung solcher 
Änderungen kann deshalb auf Grund der vorliegenden Ergebnisse nichts ge- 
sagt werden. 


5 Mein Dank gilt den Herren Professoren Bechert und Schubert für die 
_ Möglichkeit, während meiner Tätigkeit am hiesigen Institut die vorliegende 
Arbeit durchführen zu können. Ferner danke ich Dr. Meyer-Berkhout 
für die Mitteilung von Meßergebnissen vor der Veröffentlichung. 


12) S, A. Moszkowski, Models of Nuclear Structure. S. 460 ff. im Handbuch der 
Physik Bd. 39, Berlin 1957. 


 Mains, Institut für theoretische Physik der Universität. 


Bei der Redaktion eingegangen am 12. November 1958. 
that 


Verantwortlich 
für die Schriftleitung: Prof. Dr. G. Richter, Zeuthen-Miersdorf, Platanenallee 6; für den Anzeigen 
teil: VEB Georg Thieme, Anzeigenabteilung, Leipzig C 1, Thomaskirchhof 20, Ruf 21005. Z. Z. gilt 
Anzeigenpreisliste Nr. 4; Verlag: Johann Ambrosius Barth, Leipzig C 1, Salomonstr. 18 B, 
Fernruf: 27681, 27682. ZLN 5066 
Printed in Germany Druck: Paul Dünnhaupt, Köthen (IV/5/1) L 48/5 


Ü 


% 
fi 
a 
benT (lie APL ger TY 
4 
die energetisch dicht zusammenliegen. In der vorliegenden Arbeit waren wir Ei 
Ir 
| 
» 
Joh 
i 
| N: 
Di 
> ers 
> sol 
tel 
we 
Im 
gel 
fel 
ihr 
de 
= sie 
im 
J 


cher 
ts ge- 


ir die 
gende 
hout 


'h der 


Kalorimeter 
nach Berthelot- 
Mahler-Köcker 
für die Heizwert- 
bestimmung fester 
und flüssiger 
Brennstoffe. 

fur W Ölprüfgeräte 

und Techn > 
Viskosimeter, 
Flammpunktpriifer. 

DEUTSCHE GLIMMLAMPEN-GES. PRESSLER Laborzeräte 

LEIPZIG C1.BERLINER STR.69 sun 
Destillationsapparate, 

,„ Apparate zur Bestimmung 

des Erweichungs- bzw. 


Erstarrungspunktes, 

Wasser- und Sandbäder. 
Praxis der Staubmessung | Fraktionssammler 

Ein Leitfaden der MeBtechnik mit Sonderanfertigungen 

dem Zeiß-Konimeter 


Von KATE GUNTHER, Jena VEB (K) Apparatebau 
Potsdam-Babelsberg 
Fultonstr. 3 


V, 42 Seiten mit 26 Abbildungen im 
Text. 1954. DIN A5. DM 4.30 


JOHANN AMBROSIUS BARTH/VERLAG/LEIPZIG | — 


Neuerscheinung: 


Quantentheorie des Atoms 
i lw, Von Prof. Dr. A. RUBINOWICZ, Warschau 


Ubersetzung nach der 2. polnischen Auflage des Werkes ,,Kwantowa Teoria 
Atomu“. 1959. VII, 486 Seiten mit 38 Figuren im Text. Gr. 8°. 
DM 29.80, Leinen DM 31.80 


Dieses Lehrbuch ist aus den langjährigen Vorlesungen des Verfassers hervorgegangen. Im 
ersten Teil des Buches wird die Entwicklung der älteren Quantenilieorie dargestellt. Es 
soll damit dem Leser vor Augen geführt werden, wie zwangs!iiufig und wie an Momen- 
ten voll dramatischer Spannung die Entwicklungsgeschichte der Quantentheorie ge- 
wesen ist. 

Im zweiten Teil werden die Grundlagen und Anwendungen der neuen Quantentheorie 
gebracht. Dem Kapitel II ist ein mathematischer Anhang beigegeben, der die Sommer- 
feldsche Polynommethode zur Lösung der Eigenwertprobleme der Quantentheorie in 
ihrer allgemeinen Fassung darstellt. Die Aufgabensammlung am Sch!uß des Buches hat 
den Zweck, dem Leser die Möglichkeit zu geben, seine Kenntnisse zu überprüfen und 
sich mit ihren Anwendungen vertraut zu machen. Außerdem erhält sie einige spezielle 
im Buchtext nicht berücksichtigte Tatsachen und Über!egungen. 
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; Höhere Mathematik für den Praktiker 


Von Prof. Dr. G. JOOS 


Direktor des Physikalischen Instituts der Technischen Hochschule München 


und Prof. Dr. Th. KALUZA f, Göttingen 
9., verbesserte Auflage 
XI, 399 Seiten mit 97 Abb. im Text. 1958. Gr. 8°. DM 21.60, Ln. DM 23.10 


PTT Technische Mitteilungen: „Es ist kaum notwendig, dieses Werk, das zu den 
besten dieser Art gehört und das sich schon längst einen guten Namen erworben hat, 
besonders zu empfehlen. Die für einzelne Wissenschaften speziellen mathematischen Me- 
thoden können natürlich in einem Lehrgang dieser Art nicht erschöpfend behandelt wer- 
den, aber gerade durch die Beschränkung auf die allgemeinen Grundsätze sichert sich das 
Buch einen großen Interessentenkreis.“ G. W. Epprecht 


HORT-THOMA 

= 


der Technik und Physik 


7. Auflage des Lehrbuches 
„Die Differentialgleichungen des Ingenieurs‘* von W. HORT 


Neubearbeitet von Dr. phil. ALFRED THOMA, Fulda 
XI, 582 Seiten mit 343 Abb. im Text. 1956. Gr. 8°. DM 36.—, Ln. DM 38. — 


„Zentralblatt für Mathematik und ihre Grenzgebiete‘: „Der Verfasser hat mit 
viel Geschick und Umsicht die Fülle des den verschiedenen Gebieten der Technik und 
Physik entnommenen Stoffes zu einem Ganzen geformt, ohne dabei das Ziel aus den Augen 
zu verlieren, den Nutzen der Mathematik im Schaffen des Ingenieurs deutlich erkennbar 
zu machen. Da das Buch in erster Linie für Ingenieure und Physiker geschrieben ist, liegt 
bei der Darstellung der mathematischen Methoden die Betonung auf dem Handwerklichen. 
Die vorliegende Auflage des bewährten Werkes wird sich sicherlich in Ingenieurkreisen 
viele Freunde erwerben.“ W. Quade 


Größengleichungen, Einheiten und Dimensionen 
ee Von Prof. Dr. phil., Dr.-Ing. e. h. JULIUS WALLOT 


es Honorarprofessor an der Technischen Hochschule Karlsruhe er 
| “ 


2., verbesserte Auflage ‘a2 
2 XII, 220 Seiten. 1957. Gr. 8°. DM 14.70, Leinen DM 16.35 = 


„Zeitschrift fir Naturforschung“: „Das Buch ist nicht nur ein sicherer, sonderu 
auch ein angenehmer Wegweiser durch das behandelte, oft als trocken verschrieene Gebiet, 
denn es ist überaus anregend und ohne Aufwand an mathematischen Methoden geschrieben. 
Es beendet zudem in überzeugender Weise den Meinungsstreit über so viele Fragen, daß 
es aller Wahrscheinlichkeit nach auf lange Zeit hinaus das grundlegende Werk auf seinem 
Gebiet sein wird.‘ Johannes Fischer (Karlsruhe) 
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